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Résumé

Pour une suite A = (\,) satisfaisant la condition de Miintz > 1/, < 400 et pour
p € [1,+00), on définit 'espace de Miintz M} comme le sous-espace fermé de LP([0,1])
engendré par les monomes ¥, : t — t*. L'espace MJ° est défini de la méme fagon comme
un sous-espace de C([0, 1]). Lorsque la suite (A, + 1/p),, est lacunaire avec un grand indice,
nous montrons que la famille (g,) des monémes normalisés dans LP est (1 + €)-isométrique
a la base canonique de ¢P. Dans le cas p = +00, les monoémes (y,) forment une famille
normalisée et (1 + €)-isométrique a la base sommante de c. Ces résultats sont un raffine-
ment asymptotique d’un théoréme bien connu pour les suites lacunaires. D’autre part, pour
p € [1,400), nous étudions les mesures de Carleson des espaces de Miintz, c’est & dire les
mesures boréliennes p sur [0,1) telles que 'opérateur de plongement J,, , : MY C LP(u) est
borné. Lorsque A est lacunaire, nous prouvons que si les (g,) sont uniformément bornés
dans LP(p), alors p est une mesure de Carleson de M} pour tout ¢ > p. Certaines condi-
tions géométriques sur p au voisinage du point 1 sont suffisantes pour garantir la compacité
de J,,, ou son appartenance a d’autres idéaux d’opérateurs plus fins. Plus précisément,
nous estimons les nombres d’approximation de J, , dans le cas lacunaire et nous obtenons
méme des équivalents pour certaines suites A. Enfin, nous calculons la norme essentielle de
l'opérateur de moyenne de Cesaro I'y, : LP — LP : elle est égale a sa norme, c’est a dire
a p’. Ce résultat est aussi valide pour opérateur de Cesaro discret. Nous introduisons les
sous-espaces de Miintz des espaces de Cesaro Ces, pour p € [1, +0c]. Nous montrons que la
norme essentielle de 'opérateur de multiplication par ¢ est égale & ||1)||~ dans 'espace de
Cesaro, et a |[¢(1)] dans les espaces de Miuntz-Cesaro.

Mots clefs Espaces de Miintz, plongements de Carleson, suites lacunaires, classes de
Schatten, norme essentielle, espaces de Cesaro, opérateurs de moyenne de Cesaro.

Classification AMS (2010) 30B10, 30H99, 47B09, 47B10, 47B38



Abstract

For a sequence A = (\,,) satisfying the Miintz condition ), 1/A,, < 400 and for p € [1, +00),
we define the Miintz space M} as the closed subspace of L?([0, 1]) spanned by the monomials
Yn 1 t = t* . The space MZ° is defined in the same way as a subspace of C([0,1]). When the
sequence (A, +1/p),, is lacunary with a large ratio, we prove that the sequence of normalized
Miintz monomials (g,) in L? is (1 + &)-isometric to the canonical basis of ¢P. In the case
p = 400, the monomials (y,) form a sequence which is (1 + €)-isometric to the summing
basis of c. These results are asymptotic refinements of a well known theorem for the lacunary
sequences. On the other hand, for p € [1,400), we investigate the Carleson measures for
Miintz spaces, which are defined as the Borel measures p on [0, 1) such that the embedding
operator J, , : MY C LP(u) is bounded. When A is lacunary, we prove that if the (g,,) are
uniformly bounded in LP(u), then for any ¢ > p, the measure p is a Carleson measure for
M. These questions are closely related to the behaviour of x in the neighborhood of 1. We
also find some geometric conditions about the behaviour of y near the point 1 that ensure
the compactness of J, ,, or its membership to some thiner operator ideals. More precisely,
we estimate the approximation numbers of J, , in the lacunary case and we even obtain
some equivalents for particular lacunary sequences A. At last, we show that the essential
norm of the Cesaro-mean operator I', : LP — LP coincides with its norm, which is p’. This
result is also valid for the Cesaro sequence operator. We introduce some Miintz subspaces
of the Cesaro function spaces Ces,, for p € [1, +00]. We show that the value of the essential
norm of the multiplication operator Ty, is ||%||c in the Cesaro spaces. In the Miintz-Cesaro
spaces, the essential norm of Ty is equal to |1(1)].

Keywords Miintz spaces, Carleson embeddings, lacunary sequences, Schatten classes, es-
sential norm, Cesaro spaces, Cesaro operators.
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Introduction

Ce mémoire est en grande partie consacré a 1’étude des espaces de Mintz, qui sont
des espaces de fonctions analytiques sur (0, 1). Nous étudions aussi 'opérateur de moyenne
de Cesaro en cherchant ses propriétés lorsqu’on le définit entre différents espaces. Nous
profitons de cette introduction pour rappeler les notations utilisées tout au long de la these :
des espaces de fonctions, des espaces de suites et des opérateurs.

Espaces de Miintz

Pour un espace de Banach X nous notons By sa boule unité. Pour p € [1, +00), nous no-
tons LP = LP([0, 1]) 'espace de Banach des fonctions mesurables f : [0,1] — C qui satisfont
Il fllp = (fol |f(t)|Pdt)}/P < +o0. De plus, la notation C = C([0, 1]) désigne I’espace de Banach
des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs complexes, muni de la norme uniforme. Pour une
suite d’exposants A = (A,)n>0 C Ry strictement croissante qui satisfait la condition de

Mrintz suivante 1
— < +o0,
>3

n>1 n

ainsi que la gap-condition suivante

%g% ()\n-‘rl - )\n) > 07

on considere 'espace M(A) des polyndmes de Mintz défini par
M(A) = Span{th t* ...}

C’est I’ensemble des combinaisons linéaires des monomes y,, : t — t*». L’espace M7, est défini
comme l'adhérence de M (A) dans LP. De méme, l'espace Mg° est défini comme ladhérence
de M(A) dans C.

D’une part, la condition de Miintz garantit que MY est un sous-espace strict de LP et
MEg® est un sous-espace strict de C (voir les théoremes de Mintz Th. 1.1 et Th. 1.2). De
plus, la gap-condition garantit que toute fonction f € MY ou MR° est analytique réelle sur
I'intervalle (0,1) (voir le théoréeme de Clarkson-Erdos Th. 1.14). Les espaces de Miintz ont
de nombreuses propriétés remarquables. Méme si les théoréemes fondamentaux sont assez
anciens, beaucoup de résultats dans ces espaces ont été découverts récemment. On pourra
consulter le livre de P. Borwein et T. Erdelyi [13] ainsi que le livre de V. Gurariy et W.
Lusky [31], qui sont peut-étre les deux principales références d’ouvrages largement consacrés
aux espaces de Miintz. De nombreux articles récents traitent ce sujet, on pourra voir par
exemple [3, 4, 5, 6, 7, 8, 18, 24, 27, 25, 34, 42, 43].

Rappelons que P est l'espace de Banach des suites a = (ay), telles que |allep =
(3,50 lan|P)t/P < +00. L'espace £ est I'ensemble des suites bornées muni de la norme
uniforme. Il contient deux sous-espaces séparables fermés tres célebres : ’espace ¢ des suites
a = (an)n qui admettent une limite quand n — 400, et l'espace ¢y des suites qui tendent
vers 0 quand n — 4o0. Enfin, nous notons cgg 1'espace vectoriel des suites qui n’ont qu'un
nombre fini de termes non nuls. Les espaces de Miintz M} et Mg° ont la propriété d’approxi-
mation (voir [31]). De plus, M} est isomorphe & un sous-espace de /¥ et Mg° est isomorphe



a un sous-espace de ¢ (voir [52]). On peut aussi montrer que M} est isométrique & un espace
dual E* tel que E est a distance 1 de ’ensemble des quotients de ¢ (voir [27]). De ce point
de vue, les espaces de Miintz ressemblent a des espaces de suites. Mais malgré tous ces
résultats positifs, les espaces MY et Mg° restent assez mal compris. Par exemple on ignore
encore si ils admettent une base de Schauder.

Espaces de Miintz lacunaires

En général, la géométrie de 'espace MY dépend beaucoup de la suite A. Si A est une suite
lacunaire au sens de Hadamard, c’est a dire qu’il existe r > 1 tel que pour tout entier n € N,
on a Apy1 > 1\, alors les espaces de Miintz correspondants sont beaucoup plus explicites.
On définit la base canonique (en)n>o de ¢P par e, = (0,...,0,1,0,...), ou I'unique 1 est
sur la n-iéme entrée de la suite. Lorsque A est lacunaire, la famille de monémes normalisés
(gn) € MY définie par g,,(t) = (pAn +1)/Pt* est une suite équivalente i la base canonique
de (P : il existe un isomorphisme S : # — MY tel que S(e,) = g, pour tout n € N (voir le
théoreme de Gurariy-Macaev 1.25). Quand l'indice de lacunarité est suffisament grand, ce
résultat peut s’améliorer de la maniere suivante :

Théorémes. 2.19 et 2.25 Soit p € [1,+00) et £ € (0,1). Alors il existe . > 1 tel que :
Pour toute suite A au moins r. lacunaire, la famille (g,), € MY est (1+ ¢)-isométrique
a la base canonique de P. Cela signifie : il existe A € (0,1] et B € [1,400) tels que :

0 1
SB( anp>p,
) nz:%\ |

oo 1 —+oo
Ya € ¢y, A(Z|an|p)P < "Zan(p)\n—&—l)%t)‘"
n=0 n=0

et B/A<1+e.

En fait, nous montrons ces théoremes dans un cadre un peu plus général : le résultat reste
valide si on considere des suites A = (A, )nez strictement croissantes, indexées sur Z, telles
que la suite (A, + 1/p)nez est lacunaire. Il y a une sorte de symétrie entre 'accumulation
des termes de la suite A en +00 et en —1- De plus, nous avons un résultat analogue lorsque
p = +00. La base sommante (f,), de ¢ est définie par f, = (0,...,0,1,1,...) = > <, €k,
ol le premier 1 est sur la n-iéme entrée de la suite. Si A est lacunaire, alors la famille
(yn) € Mg° des mondmes donnée par yy,(t) = t*», est équivalente & la base sommante de c
(voir le théoreme de Gurariy-Macaev 1.26). Pour les suites lacunaires avec un grand indice,
ce résultat s’améliore de la méme fagon :

Théoréme. 2.30 Soit € € (0,1). Alors il existe 7. tel que :
Pour toute suite A au moins re-lacunaire, la famille (yn)n € ML est (14¢)-isométrique
a la base sommante de c. Plus précisément, on a

—+oo
S
n=0

Comme dans le cas ou p est fini, nous montrons un théoreme plus général, qui est vrai
pour des suites indexées sur Z, mais la définition de c et de la base sommante sont 1égéerement
différents dans ce cas.

N
< sup ’ § an,
oo~ NeN !

1 N
acan (57) s/ e

Mesures de Carleson

Depuis quelques années, I’étude des espaces de Miintz a été envisagée du point de vue
des mesures de Carleson dans [18], puis dans [43] et [42]. Nous notons M ™ ([0, 1)) I’ensemble
des mesures boréliennes, positives et finies sur [0, 1], telles que u({1}) = 0. Pour une mesure
pu € M¥([0,1)), Pespace de Banach LP(u) est défini comme ’ensemble des fonctions f qui
sont p-mesurables sur [0,1) telles que || f|lrr(u) = (f[OJ) |f|Pdu)t/P < 4o00. Lorsque p est



une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, avec une densité
w € L', I'espace LP(u) sera noté LP(w). On dit que p est une mesure de Carleson de MY si
Iopérateur d’inclusion
7o { My — L (p)
SO U

est borné. Les résultats que nous trouvons peuvent s’appliquer, d’'une maniere classique, aux
opérateurs de composition & poids de la forme T}, 0Cy, : MY — LP (voir la Prop. 3.20). On dit
que p satisfait la condition (B,) si les monomes normalisés (g, ), € MY sont uniformément
bornés dans LP(u), c’est a dire :

1

/ tPAndy = O(/\—), quand n — +oo. (Bp)
[0,1) n

C’est une condition nécessaire pour que y soit une mesure de Carleson de M} . De plus, on

obtient le résultat suivant :

Théorémes. 3.28, 3.31 Soit A une suite lacunaire et p € (1,+00). Alors
1) w satisfait (B1) si et seulement si J, 1 est borné.
2) Si p satisfait (By), alors J, 4 est borné pour tout g > p.

En s’intéressant a la compacité de J, ,, on obtient un résultat similaire. On dit que p
satisfait la condition (b,) si la suite des mondémes normalisés (g,,) est fortement stable dans
LP(u), c'est a dire :

1
/ tmndu — 0(7), quand n — +o0. (bp)
0,1) An

Cette condition est nécessaire pour que J,, , soit compact, et elle est “presque suffisante”
dans le sens suivant :

Théorémes. 3.38, 3.40 Soit A une suite lacunaire et p € (1,+00). Alors on a
1)  satisfait (b1) si et seulement si l'opérateur J,, 1 est compact.
2) St p satisfait (by), alors J, 4 est compact pour tout g > p.

Dans les articles, [18, 43] on considere des mesures sous-linéaires c’est & dire des me-
sures telles que u([1 —e,1)) = O(e) quand € — 0. De méme, les mesures sous linéaires
évanescentes sont les mesures telles que u([1 —e,1)) = o(e) quand ¢ — 0. Les auteurs
ont introduit ces classes de mesures pour trouver des conditions suffisantes de bornitude
et de compacité de I'opérateur J, ,. Comme les mesures sous-linéaires satisfont (B), nos
résultats s’appliquent naturellement pour cette classe de mesures (de méme pour les mesures
sous-linéaires évanescentes).

On dit que A est quasi-lacunaire si c’est une union finie de suites lacunaires. Pour les
suites quasi-lacunaires, nous avons les résultats suivants :

Théorémes. 3.60, 3.61 Soit A une suite quasi-lacunaire et p € [1,+00). Alors on a :
1) Si p est sous linéaire, alors c’est une mesure de Carleson de MY.
2) St p est sous-linéaire évanescente, alors J, , est compact.

Ces résultats généralisent [18, Th. 5.5, Cor. 5.7], ol le cas p = 1 est démontré, ainsi que
[43, Th.4.3, Cor. 4.5] ot les auteurs traitent cas lacunaire et p = 2.

Nous disons que A est sous-géométrique si il existe M € Ry tel que A\,11 < M), pour
tout n € N et A est dite quasi-géométrique si elle est sous-géométrique et lacunaire. Dans le
cas quasi-géométrique, les conditions suffisantes (B,) sont équivalentes & la sous-linéarité.

D’autre part, en imposant des conditions géométriques plus forte sur le comportement
de p au voisinage de 1, on trouve des conditions suffisantes pour que J,, , soit un opérateur
nucléaire ou pour que J, 2 soit dans les classes de Schatten S™ (voir Définition 1.39).

Théorémes. 3.43, 3.49 Soit A une suite lacunaire.

1
1) Si / ﬁd,u < 400 alors Jy, 2 est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
01+~



2) Si A est quasi-géométrique, alors il existe deuz constantes Cy,Co > 0 qui ne dépendent
que de A (mais pas de p) telles que :

1 3 1 3
C ——du)’ < ||J <C ——du)”.
1(/[071)1t “) < Mpzlls> = 2(/[071)1t “)

En particulier, J, 2 € S? si et seulement si la fonction t % est p-intégrable.

Nous avons méme deux preuves assez différentes de ce résultat : I'une utilise les nombres
d’approximation de J, » et 'autre utilise la théorie des opérateurs bornés pour ’ordre. Dans
Particle [43], les auteurs avaient aussi procédé a une étude approfondie du cas Hilbertien, et
notamment de I’appartenance de J,, » aux classes de Schatten. Ils ont par exemple obtenu :
si A est quasi-lacunaire et y satisfait u([1 —¢,1)) = O(¢”) avec 8 > 1, alors pour tout r > 0
l'opérateur J, 2 est dans la classe de Schatten S". Nous retrouvons ce résultat dans le cas
ol A est lacunaire (voir Rem. 3.44).

Opérateurs de Cesaro

Nous commengons par définir les deux opérateurs assez centraux dans la derniére partie
de cette these. On les définit dans un premier temps sur des espaces vectoriels (sans topologie)
mais 'ambiguité sera breve. L’opérateur de moyenne de Cesaro est défini par :

(e = [ ro.

1
loc

([0,1)), et pour = € (0,1). De méme [l'opérateur de Cesdaro

1 n
7(u)n - E ;uka

pour toute suite u = (uy)x>1 et pour n € N. L’opérateur I stabilise I’espace LP et y stabilise
Pespace ¢P pour tout p € (1, +o0] (voir les inégalités de Hardy 4.2). De plus, on peut définir
les opérateurs bornés suivants :

p p P P
Fp:{L — L ot Vp:{ﬁ — Y

pour toute fonction f € L
discret est défini par

f— T(f) u > y(u)

Rappelons que la norme essentielle ||T'||. d’un opérateur T': X — Y est la distance avec
les opérateurs compacts, définie par ||T]|. = inf{||T — K||, K : X — Y compact}. Nous
calculons les valeurs exactes des normes essentielles de v, et I',,.

Théorémes. 4.16, 4.17, 4.18, 4.19 Pour tout p € (1,+o0], on a

ITplle = ITpll = plle = Il = 7',
ou p’ est l'exposant conjugué de p défini par p’ = ﬁ sip est fini et p' =1 si p=+oo.

Pour calculer ces normes essentielles, nous utilisons des résultats préliminaires démontrés
dans le premier chapitre de la these. Ce sont des lemmes qui permettent de minorer la norme
essentielle d’un opérateur T : X — Y en trouvant des suites particulieres dans la boule unité
de X (voir Lemmes 1.45, 1.48 et Th. 1.49).

Les opérateurs de Cesaro permettent aussi de définir les espaces de Cesaro comme suit.
Pour p € [1,400], on définit Ces, comme I’ensemble des fonctions f mesurables sur [0, 1]
telles que I'(|f]) € LP. C’est un espace de Banach, muni de la norme :

I fllcwm = (/01 (% /OW f(t)|dt)pdx> ’ si p est fini,



et Cess est muni de la norme

1 xT
= — dt.
||f||C(oo) sup /0 | f(t)|dt

z€[0,1]

On considere aussi les analogues discrets de ces espaces. L’espace Ces; est isométrique a
L' (i), ol p est la mesure absolument continue donnée par du(z) = log (%)dm D’autre part
pour p € (1,+o0], I'espace Ces, n’est isomorphe & aucun espace L? (voir [10]). Les espaces
de Cesaro satisfont les inclusions bornées suivantes :

C C Ces, C L*([0,a]),

pour tout a € (0,1). Grace a cette propriété, nous démontrons le théoreme de Miintz dans
Ces, en utilisant uniquement le théoréme de Miintz dans L' et dans C. Ainsi, nous définissons

. . c .
les espaces de Muintz-Cesaro M ®) comme 1’adhérence de M (A) dans Ces,,. Nous montrons
que ces espaces de Miintz-Cesaro ont de nombreux points communs avec les espaces de Miintz
lassi P le, 1 Il t || . ||, sont équivalent ME®) qui est
classiques. Par exemple, les normes || . ||c(oo) €t || . ||1 sont équivalentes sur M qui es

donc isomorphe & M} en toute généralité. De plus lorsque A est lacunaire et p € [1,+00),

nous démontrons que l'espace de Miintz-Cesaro Mf(p ) est isomorphe & MY, et donc a (7

(voir Th. 4.26).

La derniére partie de cette section est consacrée a 1’étude des opérateurs de multiplication
sur les espaces de Cesaro et sur les espaces de Miintz-Cesaro. Pour une fonction mesurable
¥ sur [0,1] on définit les opérateurs suivants :

Ces, — Ces ME®P) . Ces
T, P P t TA:{ A P
v { Foo— o foo— o

Nous calculons la norme essentielle de ces opérateurs.

Théorémes. 4.28, 4.29, 4.32 Soit p € [1,4+00] et b une fonction mesurable.
1) L’opérateur Ty, est borné sur Ces, si et seulement si1p € L.

2) St € L™, alors on a
ITglle = 1Tyl = %]l

3) Siv € L™ et qu’elle est continue en 1, alors on a
1T} le = (D).

On observe le méme phénomene de concentration au voisinage du point 1 que dans les
espaces de Miintz MY ou My° (voir [5]).

Plan détaillé de la thése

Le premier chapitre contient essentiellement des résultats préliminaires dont beaucoup
sont déja connus. Nous rappelons tout d’abord les différents théoremes de Miintz qui nous
seront utiles dans ce mémoire ; dans un deuxiéme temps, nous rappelons les preuves d’une
série (non exhaustive) d’inégalités classiques dans les espaces de Miintz; enfin nous rappe-
lons les estimations fondamentales dans les espaces de Miintz lacunaires. Dans le cas ou
la suite (A, + 1/p)nez est lacunaire, nous établissons une généralisation du théoreéme de
Clarkson-Erdos (voir le Théoréme 1.29) alors que la gap-condition n’est pas satisfaite. La
seconde partie du premier chapitre est consacrée a la norme essentielle des opérateurs. Nous
rappelons tout d’abord plusieurs notions autour des opérateurs compacts, ainsi que de nom-
breuses définitions d’idéaux d’opérateurs ; puis nous démontrons des résultats généraux qui
permettent d’estimer la norme essentielle d’un opérateur T': X — Y borné entre deux es-
paces de Banach X et Y. Le Lemme 1.45 stipule que si I'image T(Bx) de la boule unité
de X contient une suite a-séparée dans Y, alors la norme essentielle de T' est plus grande



que a/2. Nous verrons dans la suite plusieurs cas d’égalité de cette estimation. Pour des
opérateurs de la forme T : X — LP(u), nous démontrons dans le Théoreme 1.49 que si il
existe une suite (h,)n € Bx qui se concentre (dans un certain sens) sur des petits ensembles
(Ar)r C £, alors on obtient aussi une minoration de la norme essentielle de T'. Enfin, la
troisieme partie du chapitre sera consacrée a des estimations générales sur les mesures. La
Proposition 1.61 est facile, mais elle sera utile pour étudier les mesures de Carleson lorsque
A est quasi-géométrique. Le résultat principal de cette section est la Proposition 1.64 : c’est
une estimation sur les nombres d’approximation d’un opérateur de plongement T;‘ij qu’on
utilisera par deux fois dans la suite.

Dans le deuxieéme chapitre, nous nous intéressons aux améliorations du théoreme de
Gurariy-Macaev. Dans la premiere partie du chapitre, nous étudions le plongement SZ’)\ S
MY défini par Sﬁ(en) = g,. En fait, nous étudions un opérateur TpA unitairement équivalent
a celui ci pour alléger certaines notations. On montre qu’il est borné si et seulement si
p =1 ou A est quasi-lacunaire (voir Th. 2.10), ce qui donne une caractérisation des suites
quasi-lacunaires dans le méme esprit que le théoreme de Gurariy-Macaev. Ensuite, grace
a des estimations multilinéaires, nous montrons que la norme de Tzf\ est équivalente a p
quand p — +oo dans certains cas (voir Th. 2.16). Les estimations du début de chapitre
servent essentiellement a démontrer le Théoreme 2.25 par dualité. La deuxiéme section de
ce chapitre contient les résultats principaux : les Théoremes 2.19, 2.25 et 2.30 que nous
avons déja présentés, sont les raffinements des théorémes de Gurariy-Macaev pour les suites
lacunaires avec un grand indice. En séparant les trois cas p = 1, p € (1,400) et p = 400
d’une maniere systématique, nous verrons des conséquences immédiates de ces résultats. On
montre que la suite (A, + 1/p)nez (resp. (An)nez) est super-lacunaire si et seulement si la
famille (g,)n, € MY (resp. (yn)n € MZ®) est presque isométrique a la base canonique de ¢?
(resp. la base sommante de c).

Dans le troisieme chapitre, nous nous concentrons sur les mesures de Carleson des espaces
de Miintz. Nous abordons tout d’abord le probleme général, mais nous n’avons que peu de
résultats. Nous trouvons une condition nécessaire (B,,), qui entraine par ailleurs p({1}) =0,
ainsi que la condition nécessaire analogue (b,) pour que J,, soit un opérateur compact
(voir Prop. 3.4 et 3.7). Seules les mesures absolument continues sur un voisinage de 1 sont
faciles & étudier : dans le cas ou p est nulle au voisinage de 1, on obtient que J,, , est un
opérateur nucléaire (voir Th. 3.10); dans le cas ol u admet une densité h au voisinage du
point 1, on rappelle une estimation de la norme essentielle de J,, ;, et on démontre que J,, ,
est un plongement inverse si |h| ! est essentiellement bornée. Ces deux résultats étaient déja
connus, ou essentiellement démontrés (voir [8, 12, 18, 43]). Dans la fin de cette section, nous
rappelons de quelle fagon les opérateurs de composition & poids (bornés) sont associés a des
mesures de Carleson de M¥, et quelques résultats positifs notamment grace au fait que la
mesure image des opérateurs de composition a poids est parfois absolument continue sur un
voisinage de 1. Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous étudions le cas lacunaire. Nous
pouvons presque caractériser les mesures de Carleson d’apres les Théoremes 3.28 et 3.31 que
nous avons déja présentés. Le Lemme 3.32 donne lestimation fondamentale qui permet de
répondre a la question de la bornitude, puis de la compacité (voir Th. 3.38 et 3.40). Tous ces
résultats viennent en fait d’une estimation des nombres d’approximation de J, , dans le cas
lacunaire donnée par le Lemme 3.39 et le Théoréme de Gurariy-Macaev (Th. 1.25). Ainsi,
on peut caractériser 'appartenance a d’autres classes d’opérateurs qui sont définies a partir
des nombres d’approximation, comme les classes de Schatten (voir Th. 3.43 et 3.47). Nous
présentons aussi des estimations intégrales de la norme de Hilbert-Schmidt de J,, o lorsque
A est quasi-géométrique, ainsi que des estimations sa norme dans S? pour ¢ > 2. Dans la
suite, nous présentons des exemples inspirés de [18] et [43] pour montrer que ’ensemble
des mesures de Carleson de MY dépend de p en général. Plus précisément, dans ’'Exemple
3.50 (resp. 3.51) nous montrons que pour p tout fixé, il existe une mesure p et une suite A
lacunaire satisfaisant : pour tout ¢ € [1,+00), 1 est une mesure de Carleson de MY si et
seulement si ¢ > p (resp. ¢ > p). Enfin, nous établissons des inégalités générales dans les
espaces de Miintz quasi-lacunaires afin de démontrer un résultat positif pour la bornitude



et la compacité de J,, , dans le cas quasi-lacunaire : ce sont les Théorémes 3.60 et 3.61 que
nous avons déja présentés. Beaucoup des résultats du cas lacunaire semblent valides dans le
cas quasi-lacunaire, mais ils sont plus difficiles & démontrer et requiérent plus de calculs.
Dans le quatrieme et dernier chapitre de ce mémoire, nous étudions 'opérateur de Cesaro
et des questions analogues autour de ce sujet. Nous rappelons tout d’abord les définitions
des espaces de Cesaro et 'inégalité correspondant & linclusion bornée Ces, C L'([0,a])
pour tout a € (0,1) (voir Prop. 4.5). Puis nous prouvons que les fonctions continues sont
denses dans Cesy, si p € [1,+00) afin de démontrer le théoréme de Miintz dans les espaces de
Cesaro (voir Th. 4.6 et 4.7). Nous établissons ensuite des inégalités utiles dans les espaces

de Miintz-Cesaro Mf(p ). Ce sont des estimations analogues a celles que 'on démontre dans
la partie 1.1.2 pour les espaces de Miintz classiques MY. Dans la deuxiéme partie de ce
chapitre, nous commencons par calculer les normes essentielles exactes des opérateurs de
Cesaro classiques I'y, et v, dans les Théoremes 4.16, 4.17, 4.18 et 4.19 que nous avons déja
présentés. En restreignant les opérateurs I',, et ', aux espaces de Miintz, on obtient des
opérateurs compacts (voir Prop. 4.21). Aprés cela, nous nous intéressons & 'opérateur de
Cesaro suivant : I'c,) : Ces, — LP, et & son analogue discret 7., : ces, — £P. Nous
montrons que ces opérateurs ont une norme essentielle égale & 1 (voir le Théoreme 4.23). De
plus, en restreignant I'c(,) a l'espace de Miintz, on obtient cette fois un opérateur Fé(p) :

M[(\J(p ) M * qui n’est jamais compact, et qui est un isomorphisme si A est lacunaire (voir
Prop. 4.25 et Th. 4.26). Enfin, nous calculons les normes essentielles exactes des opérateurs
de multiplication T3, : Ces, — Cesp, et des opérateurs de multiplication restreints aux

espaces de Miintz-Cesaro T$ : Mf(p ) Cesyp, o1 ¢ est une fonction essentiellement bornée.
Nous obtenons les Théoremes 4.29 et 4.32 que nous avons déja présentés.
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Dans ce chapitre, nous rappelons des résultats préliminaires qui nous seront utiles dans
la suite de ce mémoire. Nous commengons par établir des inégalités bien connues dans les
espaces de Miintz, puis nous démontrons des estimations générales pour calculer la norme
essentielle des opérateurs. En fin de chapitre, nous énoncons des propriétés de certaines
mesures positives et finies sur [0, 1].

1.1 Espaces de Miintz

1.1.1 Historique du théoreme de Miintz

En 1885, K. Weierstrass démontre un de ses plus célebres théoremes : toute fonction conti-
nue sur un intervalle compact peut étre approchée par des polynoémes, au sens de la topologie
de la norme uniforme. Ce résultat a soulevé de nombreuses questions qui se posent assez
naturellement, et I’'une d’entre elles va nous intéresser dans ce mémoire : pour quelles suites
strictement croissantes A = (\,), C R est-ce que 'espace M (A) = Span{t*o,t* ...} des
polynémes “en t*»” est dense dans I'espace C des fonctions continues sur [0,1]? Cest H.
Miintz qui a completement répondu en 1914 :

Satz. [40] Damit die unendliche Folge der Potenzen aP° = 1, zPt ... xP¥ ... mit wachsen-
den positiven Exponenten imstande sei, jede stetige Funktion im Intervalle O---1 beliebig

o0
zu approximieren, ist es notwendig und hinreichend da§ pik divergiere.
1

En francais, le résultat s’énonce :

Théoréme 1.1. [40] Théoréme de Miintz.
Soit A = (An)n>0 C Ry une suite strictement croissante. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) L’espace Span{l,t* t* ...} est dense dans C.



1
(ii) La suite A satisfait Z — = 4o0.
An
n>1
C’est un résultat remarquable et tres esthétique, qui est venu compléter plusieurs années
de recherche et de résultats partiels. De plus, lorsque Y -, 1/\, < +00, on a alors : pour
tout 4 € Ry \ A, B

inf ||[t" — fllee > 0.
felj}m)” fll

Le Théoreme de Miintz s’adapte dans LP de la maniere suivante :
Théoréme 1.2. [31, Th. 6.1.4] Théoreme de Miintz.

Soit A = (Ap)n>0 C Ry une suite strictement croissante et soit p € [1,+00). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’espace M(A) est dense dans LP.
1

it) La suite A satisfait — = +o0.

(it) f gl ™

De plus, dans le cas ot Y-, <1 1/An < 400, alors pour tout p € Ry \ A on a

inf ||t" — > 0.
ant = 1l

Remarque 1.3. Les fonctions constantes jouent un role particulier pour la densité de M (A)
dans C : si 0 ¢ A alors lespace M(A) est constitué uniquement de fonctions qui s’annulent
au point 0, et on a donc M (A) C Cy. Comme Cy est fermé dans C, alors M (A) n’est pas dense
dans C. Si on suppose au contraire A C R* ;| alors le Théoréme 1.1 reste vrai en remplacant
dans lassertion (ii), I'espace Span(1,t*,t*1,...) par M(A) et en remplacant C par Cy. C’est
Papproche employée par les auteurs dans [31].

Ces deux théorémes reposent sur des inégalités trés précises et calculatoires. On pourra
trouver des preuves du théoréme de Miintz dans [9], [13], [31] ou [34]. L’inégalité suivante
est le point clef de la preuve du sens “seulement si” :

Lemme 1.4. [31, Prop. 6.1.4] Soit A = (\,)n>0 une suite strictement croissante satisfaisant
la condition de Miintz L
— < .
Z h\ +00

n>1 n

Alors pour tout n € N, il existe une constante C,, > 0 telle que

lan| < Cull fl1, (1.1)
pour tout polynome f(t) = 3", apt .
Et le lemme suivant permet de prouver le sens “si” a l'aide du théoreme de Weierstrass.
Lemme 1.5. [28] Soit A = (A\,)n>0 une suite strictement croissante telle que :
>
n>1 An -

Alors pour tout k € N*, il existe une suite (fn)n € M(A) telle que

4k
= lloe, = 0.

10



Remarque 1.6. L’inégalité (1.1) signifie que la suite (¢*),, est minimale dans L', c’est
a dire que pour tout n € N, on a distz1 (t*, Span{t* k # n}) > 0. En effet, pour une
fonction f € M(A) de la forme f(t) = t*» + h(t) avec h(t) € M(A \ \,), on a d’apres le
Lemme 1.4 : )

tn — pll = > .

I = bl = 171 > o
Nous avons cité le livre de Gurariy-Lusky, mais on peut aussi démontrer (1.1) avec des
méthodes Hilbertiennes comme dans [9] ou [13] : on démontre d’abord que (#*") est minimale
dans L? puis on en déduit (1.1) & Iaide de 'opérateur de Volterra. En effet, posons A’ =

(N, ot AL, = Ay, + 1 pour tout n € N. L’opérateur de Volterra V est défini par :

Vi(g)(z) = / " (.

Pour toute fonction g € L, on a [V (9)|l~ < |lg]l1- De plus, pour tout n € N et pour tout
polynéme f € Span{t*s k # n}, on a V(f) € M(A"\ \,). On obtient donc :

12 = flle > V() = V()

1
p— 7 VR ) v

> 57l M + DV
> 1 distya (P, MM\ X)),
A t1 "

Ainsi, la minimalité de la suite t*» dans L? permet de conclure (1.1). Dans tous les cas, le
résultat repose finalement sur la majoration fine d’un produit infini de la forme :

H A+ A+ 1
keN [An = Akl
k#n

grace aux hypotheses sur A. La plupart des preuves du théoreme de Miintz se ramenent a
une estimation de ce type.

Nous pouvons maintenant définir les espaces de Miintz :

Définition 1.7. Soit A = (A,),>0 une suite strictement croissante et p € [1, +00]. On dit
que A satisfait la condition de Miintz lorsque 'on a :

S Llcix
n>1 /\n
Dans ce cas, on définit I’espace de Miintz MY par
M = Adu(M(A), | - II,).

On a bien sir M} C LP et MR C C. De plus pour tout p € Ry, la fonction ¢ ~— t*
appartient & Pespace M} si et seulement si ¢ € A. Mais Ihistoire ne s’arréte pas 1a : en 1943,
J.A. Clarkson et P. Erdés [19] firent une découverte beaucoup plus précise : si A C N satisfait
la condition de Miintz, alors toute fonction f € M° admet un prolongement analytique fv
sur le disque unité D C C, et fest de la forme :

VzeD, f(z)= Z a2,

neN

Ceci est le théoreme de Clarkson-Erdds, il peut se démontrer en raffinant 1'inégalité de la
minimalité du systeme ¢*~. Le théoreme de Clarkson-Erdds a été généralisé par L. Schwartz
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dans sa these [49] en 1943 : soit p € [1,+00] et soit A C Ry une suite satisfaisant la
gap-condition suivante

inf (Ant1 — An) > 0.

neN

Alors toute fonction ~f € MY, il existe une fonction fanalytique sur (0,1) qui est égale a f
presque partout, et f est de la forme

VEe(0,1), f(t) = ant™.

neN

En particulier, on peut définir sans ambiguité la quantité f(z), lorsque z € [0,1) et f € M}.
Nous parlerons plus en détails de ces résultats dans la partie suivante (voir Th. 1.14), il est
bien plus commode d’exprimer ces propriétés avec des inégalités.

En 1916, c’est a dire deux ans apres la publication du théoréeme de Miintz, O. Szasz
généralise partiellement le Théoréeme 1.1 pour les suites A C Cg, ou Cy est ’ensemble des
nombres complexes de partie réelle strictement positive (voir [51]). Son approche permet
d’une part de caractériser les suites complexes A C C 1 telles que M(A) est dense dans

L2, et d’autre part de donner une condition nécessaire et une condition suffisante pour que
l'espace Span{1,t* t*1 ...} soit dense dans C. En 1972, A.R. Siegel a amélioré les résultats
de Szdsz. En particulier il obtient un critere de densité pour les suites A C R :
Théoreme 1.8. [50] Soit A = (M), € R%.. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le systéme Span{1,t* t* ...} est dense dans C.
(ii) La suite A satisfait :

I e
nzo)‘”+1

Si la suite A admet un minorant strictement positif, il est clair que cette condition est
équivalente a la condition de Miintz de la Définition 1.7. Le Théoréeme 1.8 est parfois appelé
le Full-Miintz theorem dans C. On voit une sorte de principe de symétrie de 'accumulation
des termes (Ay,), en 0 et en +oo pour caractériser la densité de M(A). Aujourd’hui encore
il n’existe pas de caractérisation complete des suites complexes A C Cy telles que M(A) est
dense dans C. Par ailleurs, T. Erdelyi a aussi étudié les propriétés de 1’espace de Miintz Mg°
dans le cas non-dense (voir [23]). II a généralisé le théoreme de Clarkson-Erdos dans un sens
un peu plus faible, lorsque la gap-condition n’est pas satisfaite (par exemple quand 0 est
une valeur d’adhérence de A).

De meéme, le “Full Miintz theorem” se généralise dans LP, et la preuve est due a V.
Operstein en 1995.

Théoreme 1.9. [44] Soit A = (A\,), € R%.. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’espace M(A) est dense dans LP.
(ii) La suite A satisfait :
> Ao+ 3
A+ 1) +1

n

= 400.

Le résultat était alors déja connu dans L? (dii & O. Szdsz en 1916) ainsi que dans L! (dd
a P. Borwein et T. Erdelyi dans les années 90).

On peut aussi chercher a généraliser le théoreme de Miintz dans d’autres espaces de
fonctions sur un compact. En 2005, V. Gurariy et W. Lusky ont écrit un livre [31], dans lequel
ils étudient de nombreuses propriétés géométriques des espaces de Miintz. Leur démarche
permet de caractériser la densité de M(A) dans des espaces de fonctions dans lesquels les
opérateurs de blow-up sont bornés, qui généralisent les espaces LP et Cy.

Théoréme 1.10. [31, Th. 6.1.5] Soit A = (\,)n € R une suite strictement croissante telle
que A, — +00. Soit X un espace de Banach qui contient continument Cq et tel que Cy est
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est dense dans X. On suppose que pour tout p € (0,1) lopérateur C, : X — X défini par
Co(f)(z) = f(px) est borné, et qu'on a

Vpo € (0,1), sup [|C,| < +oc.
pE[po,1)

Pour écarter le cas ou X est isomorphe a un espace de Mintz, nous supposons aussi qu’il
existe . > 0 avec 1 & A, tel que ||t"]|x # 0. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’espace M(A) est dense dans X ;
1
(i) la suite A satisfait Z = +00.

n>1 n

Pour des raisons de lisibilité, nous avons ici choisi d’appeler “C},” les opérateurs de blow-
up, mais ils sont notés “I,,” dans [27, 31]. Dans ce mémoire les opérateurs 7" désigneront
plutét des opérateurs de multiplication.

Exemple 1.11. Ce théoreme s’applique dans les espaces d’Orlicz et de Ceséro.

1) Espaces d’Orlicz.
Soit ¢ : Ry — R4 U{oo} une fonction convexe croissante, telle que 1(0) = 0. On définit
la norme de Luxembourg :

Ifllpe := inf {M > o,/1 zp(%)dt < 1}.

0

L’espace d’Orlicz LY est l'ensemble des fonctions f mesurables sur [0,1] telles que
IfllLe < +oo. Ces espaces généralisent les espaces LP (resp. L°°) car en prenant la
fonction ¢ (x) = xP (resp. ¥ = 0 sur [0,1] et ¢ = 400 sur (1,400)), alors la norme
de Luxembourg || . ||Lv est égale & la norme || . ||, (resp. & la norme uniforme). Les
fonctions continues ne sont pas toujours denses dans LY, mais on peut appliquer le
Théoreme 1.10 dans I'espace de Morse-Transue MY défini comme 1’adhérence de Cj
dans LY. En effet, pour p € (0,1) on a

LA | N LV (O]
/Ow( i )dt_f/o ¢(7)dt

p
1t ol
sp/ow(M)dt,

et ainsi si || f||p» = M, on a

LGl 1
[ (el

Comme 1 est convexe, ¥(0) =0 et p € (0,1), on a (pzr) < p(x) pour tout = € Ry,

et on obtient : ) | o
C,f(t

- <1

|t <

Alorson a ||C,(f)|lL» < %HfHLw et ainsi, d’apres 1.10, le théoréme de Mintz s’applique
dans M¥. On pourra se référer a la these de I. Al Alam [5] pour plus de résultats dans
les espaces de Miintz-Orlicz.

2) Espaces de Cesaro.
Soit p € [1,+00], et I' Popérateur de Cesaro défini pour g € Lj,([0,1)) par :
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pour tout z € (0,1). L’espace de Cesaro Ces, est 'ensemble des fonctions f : [0,1] —
C mesurables telles que F(| f |) € LP. C’est un espace de Banach muni de la norme
I flcw = ITAf]) Hp. Nous nous intéresserons de plus pres a ces espaces dans le dernier

chapitre (voir la Partie 4.1). Pour p € [1,400) (resp. p = +00), les fonctions continues
sont denses dans Ces, (resp. dans l'adhérence de C dans Cess,). De plus pour tout

p€(0,1)ona
IC,(Hllew) = </01 (i /0m|f(pt)|dt)pdx)p

([ o)

Ifllew)
p

IN

D’autre part,
G =l < 2y
C(o0) = SUP — < =11 flletsor-
P (00) e zp Jo P (00)
Ainsi le théoreme de Miintz 1.10 s’applique dans les espaces de Cesaro.

Nous signalons pour finir, que L. Schwartz a démontré un full-Miintz theorem dans
C([a, b)) lorsque a > 0 (voir [9, Th. 29]) : soit A = (A,,), C R une suite de nombres distincts.
Alors Pespace M (A) est dense dans C([a, b]) si et seulement si A satisfait

Les fonctions constantes ne jouent pas un role particulier pour cette question.

Dans leur livre (voir [13, p.311]), P. Borwein et T. Edelyi ont aussi démontré un théoréeme
de Miintz pour les espaces LP(w), on w € L([0, 1]) est un poids positif et p € [1, +00). Pour
une suite A = (A,)n>0 strictement croissante, l’espace M (A) est dense dans LP(w) si et

seulement si )

Z — < +o0.

n>1 An
Les espaces LP(w) ne sont pas des espaces dans lesquels les opérateurs de blow-up sont bornés
en général. Néanmoins, le critere de densité de M (A) est le méme que dans le théoréeme 1.10.

1.1.2 Inégalités dans les espaces de Miintz

Dans cette partie comme souvent dans la suite, nous supposerons que A = (A,),>0 est
une suite strictement croissante qui satisfait la condition de Miintz

g S <+
00,

n>1 An

ainsi que la gap-condition

71Ir£f0()\n+1 — ) > 0.

Nous allons redémontrer des inégalités bien connues dans les espaces de Miintz MY quand A
satisfait ces deux hypotheses. Ces inégalités nous seront utiles dans la suite de ce mémoire.
Tout d’abord, nous admettons le résultat technique suivant.

Théoreme 1.12. [34] Soit A satisfaisant le critére de Miintz et la gap-condition. Alors pour
tout € > 0, il existe K. € Ry tel que :

Jan] < Ke(L+e)* [ f]1, (1.2)
pour tout f(t) =", axt™ € M(A) et pour tout n € N.
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Remarque 1.13. En comparant le résultat qui précede avec 'inégalité du Lemme 1.4,
il s’agit de controler plus explicitement la constante C),, en question, grace a I’hypothese
supplémentaire sur A. Par ailleurs, comme on I’a vu dans la Remarque 1.6, on peut prouver
(1.2) en montrant que pout tout A’ = (\,,),, satisfaisant les conditions, il existe une constante
K] e R, telle que :

jan| < K1+ f]2,

pour toute fonction f € M(A) de la forme f(t) = >, axt™ et pour tout n € N. Puis en
utilisant I'opérateur de Volterra, on en déduit (1.2).

Les résultats que nous verrons dans la suite de cette sous-section sont des conséquences
du Théoreme 1.12. Nous commencons par le fameux théoreme de Clarkson-Erdos :

Théoréme 1.14. [19], [49, p.36-37] Soit p € [1,4+00) (resp. p = +00) et A = (A\p)7,
satisfaisant la condition de Mintz et la gap-condition infy>o(Aky1 — Ai) > 0. Alors pour une
fonction f € LP (resp. f € C), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f € MY (resp. f € M)
(i) 1l existe une suite (an)n € C telle que la série entiére suivante

F&)y=>"ant* (1.3)
n=0

converge uniformément sur tout compact de [0,1), et f = fpresque partout.

Remarque 1.15. 1) L’approche de L. Schwartz pour démontrer ce résultat est légerement
différente de celle que 1'on propose dans ce mémoire. J.A. Clarkson et P. Erdds on
démontré avant lui le cas A C N et p = +oo (voir [19]). On pourra aussi trouver des
preuves plus classiques de ce résultat dans [9], [13], [31], [34] ou adapter la preuve du
Théoreme 1.29 dans la suite. Le théoreme de Clarkson-Erdos-Schwartz signifie en parti-
culier que les fonctions de 'espace de Miintz MY admettent un représentant analytique
“en t*»” sur (0,1). Comme lavait remarqué L. Schwartz, si f € MY alors elle peut se
prolonger en une fonction f(z),z = re’® sur tout le domaine de la surface de Riemann
de log(z) défini par r < 1. Dans le cas particulier ot A C N, alors ce prolongement est
tout simplement une fonction holomorphe sur D.

2) Si A satisfait le critéere de Miintz et la gap-condition, alors les fonctions de ’espace
de Miintz sont caractérisées par une condition topologique (f € LP) et une condition
algébrique (1.3). A cause de cette condition algébrique, il est assez difficile de trouver
des opérateurs naturels 7' : LP — LP qui satisfont T'(M}) C M~. Mais il y en a tout de
méme quelques uns. Nous verrons par exemple 'opérateur de Cesaro, et les opérateurs de
blow-up : ce sont les opérateurs de composition par une homothétie de rapport p € (0, 1).

3) En général, si A ne satisfait pas la gap-condition, on ne peut pas écrire f comme une série
entiére en ¢, un contre-exemple est considéré dans [5, Rem. 1.2.5]. Mais nous verrons
dans la suite un cas particulier ol le théoréme de Clarkson-Erdés est vrai alors que —1/p
est une valeur d’adhérence de A (voir Théoreme 1.29).

Proposition 1.16. [13, E.3.d] Soit A satisfaisant le critére de Miintz et la gap-condition.
Alors il existe C. et CL tels que l’on a une inégalité de type Chebychev :

[fll0,1-e) < Cell 1, (1.4)

et une inégalité de type Bernstein :

1 lo,1—e) < CEll£ 11, (1.5)

pour tout f € M(A).
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Démonstration. Soit € > 0, et § > 0 un nombre tel que v = (1 +6)(1 —¢) < 1. D’apres le
Théoreme 1.12, il existe une constante K satisfaisant

fls

pour tout f € M(A) de la forme f(t) =Y, axt™* et pour tout n € N. On a donc :

|an| < K5(1 4 6)*

£ llo,1—c) = sup
te(0,1—¢]

an)\ntA”_l‘

n

< Z lan| A (1 — )1

< (A7l

n>0

Comme v < 1, la série de terme général \,y*» converge et on obtient I'inégalité de type
Bernstein. Nous démontrons maintenant (1.4). Pour ¢ € [0,1 —¢], on a

lf()] = \J‘(0)+/O f’(u)du‘
<1FO)]+ L fll

d’apres (1.5). Si f(0) = 0, la preuve est terminée. Si f(0) # 0, alors A\g = 0 et f(0) est égal
au premier coefficient de f dans la base (¢*),,. On a donc :

[F(0)] = lao| < K5(1+6)°[|£ll1,
et on obtient donc I'inégalité de type Chebychev en posant C. = K5 + CZ. O

Pour des polynémes “classiques” f € C[X], on peut obtenir des estimations similaires &
celles de la Proposition 1.16, mais la constante C. doit aussi dépendre du degré de f.

Remarque 1.17. Pour tout p € [1, +00], les mesures de Dirac (d;)ze0,1) définies par

5:{Mf{ - C
‘ f= flz),

sont des formes linéaires, et leurs normes sont uniformément bornées sur les compacts de
[0,1). En effet, pour tout € > 0, il existe C. € R, tel que

sup H(S:C”(MK)* <,
z€[0,1—¢]

d’apres la Proposition 1.16.
D’autre part, on a une autre famille naturelle de formes linéaires sur M%. D’apres le
Théoreme 1.12, pour tout € > 0, il existe K. € R, tel que pour tout n € N la forme linéaire

MA) — C
Up i Y bt by,
k
se prolonge en une forme linéaire continue a}, : MY — C qui satisfait
* An
lanllarg)- < Ke(L+€)".
De ces inégalités, on peut déduire la propriété suivante :

Corollaire 1.18. [8, Cor. 2.5] Pour toute suite bornée (f,)n € MY, il existe une sous-suite
(fne )k qui converge uniformément sur tout compact de [0,1) vers une fonction g € LP.
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Démonstration. Soit (f,), une suite bornée dans M%. Pour tout ¢ > 0, d’apres la Prop.
1.16, la suite (fy,)n est bornée et équicontinue sur le compact [0, 1 — €]. D’apres le théoréme
d’Arzela-Ascoli, il existe une extraction (ng)y telle que (fy,,) converge uniformément sur
[0,1—¢].

Par récurrence sur j € N, on construit une suite (¢;(n)), extraite de (p;_1(n)),, telle
que (fy,(n))n converge uniformément sur [1,1—1/4] vers une fonction g, Quitte & extraire
encore, on peut supposer par récurrence, que pour tout j on a ¢;(j) > ¢;j_1(j — 1), et que
f; () est déja proche de sa limite, c’est a dire :

i 1
s 09) _Q(J)H[o,lq/j] < 3

Alors par construction, la suite ( f@n(n))n converge uniformément sur tout compact vers la

fonction g = lim;_, o, ¢). Enfin, d’apres le lemme de Fatou on obtient ||g||, < sup,, ||fn|l,-
O

Dans les espaces de Miintz, le comportement des fonctions se concentre au voisinage du
point 1, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 1.19. Soient ¢ € (0,1) et p € [1,+00). Alors il existe C € (0,1) tel que :

clsly< ([

et il existe C' € (0,1) tel que

1

FOFd)” < Il

—&

C'l flloe < fln-e) < 1flloo>

pour toute fonction f € M(A). En d’autres termes, les normes || . ||, et || . || Lo (1—ec,1)) (TSP
|- Moo €t || - l1—e,11) sont équivalentes sur My (resp. Mg°).

Démonstration. Fixons € > 0. Soit ¢ tel que v = (14 J)(1 — e) < 1. D’apres le Théoreme
1.12) il existe une constante K; € Ry telle que pour tout n € N, on a

lan| < Ks(1+ 5)/\n||f||pv
pour toute fonction f(t) = Y, axt™ € M(A). On pose A, = Span{t** k > m} et A/, =
Span{t*,0 < k < m}. Comme M(A},) est de dimension finie et M} = M(A},) ® M} ,

il suffit de démontrer que les normes || . ||, et || . ||Lr(j1—c,1]) sont équivalentes sut MY .
Supposons tout d’abord que p est fini et fixons f € M(A,,). On a

1—¢ p 1
= [ S ant[as [ isopea
0 nom 1

—€

+oo
A\ P
< K2(S (0 =)™ AL+ 11 ey
P '7_)\7" P P
< K3 (72 ) 1015+ 17120 o ey
Ky

On choisi m tel que 7/ = < 1, et on obtient alors :

Ve M(Aw), [flleequc > [Ifllp(L—~")%.

Pour le cas p = 400, c’est le méme calcul. Pour f € M(A,,), on a

sup |f(t)] < Ks Z Y| flloo

te[0,1—¢] nom

<1 £lloo
<1 lloe-
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Ainsi, on obtient pour tout polynéme f € M(A,,) :

1flloo =max{ sup [F@. sup [FOI} = [Flp-cu

te[0,1—¢] te[l—e,1]
O

Il est parfois utile de se retreindre a un voisinage de 1 sans perte de généralité. Nous
finissons cette partie par la propriété suivante, qui a été par exemple remarquée dans [7].

Proposition 1.20. Soient p,q € [1,400] tels que p < q. Alors Uopérateur d’inclusion
sutvant

. M — M}

R U A

est bien défini, borné et compact.

Démonstration. Comme 'opérateur d’inclusion J;, : L9 — LP est borné et qu’il satisfait
Jgp(M(A)) = M(A), on obtient :
Lq LP
MR = Jop(M(A)") C Jgp(M(A))" = M.
Ainsi, 44, est bien défini, et il est borné car c’est la restriction de J; ,. Pour montrer que g,
est compact, on considere une famille (f,,), une suite dans la boule unité de M. D’apres le
Corollaire 1.18, il existe une fonction g € L? et une extraction (ng)y tel que (fy, ), converge

vers ¢ uniformément sur tout compact de [0,1). Rappelons que p est fini, ainsi pour tout
0€(0,1),0on a

1-96 1
=gl = [ U =g@Pde+ [ 11,00 = st

1_p
< || fr _g”ﬁ),l_(s] + || frue _QHZ(S 9,

d’apres I'inégalité de Holder. Comme (fy,) converge uniformément vers g sur [0,1 — 4], on
obtient :

1

. 1_
i, = gl < 25575

Comme % - % > 0 et 4§ est arbitraire, la suite (f,,) converge donc vers g dans MY, et ainsi
I'opérateur i, est compact. O

1.1.3 Théoremes de Gurariy-Macaev

En 1966, V. Gurariy et V. Macaev ont caractérisé les suites A telles que la famille
normalisée (g,,), € MY définie par g,(t) = (pA\, + 1)}/Pt*» est une base de Schauder de
l'espace de Miintz M}. Pour énoncer clairement leur résultat, nous définissons quelques
notions pour des suites de nombres et des suites de vecteurs.

Définition 1.21. Soit u = (u,)nez C RY une suite strictement croissante.
On dit que (uy)n est lacunaire si il existe r > 1 tel que :

Vn € Z, Upt1 > TUp.

La suite (uy,)n est dite quasi-lacunaire si il existe une extraction (ng)rez € Z strictement
croissante satisfaisant sup,cy (nkﬂ — nk) < N < 400 et un nombre r > 1 tel qu'on a

Vk €Z, Upyt+1 > TUp,-

Enfin, nous dirons que (uy, ), est sous-géométrique si il existe M € Ry tel que :

Vnez, U<

Un

Dans le chapitre 3, nous utiliserons la terminologie quasi-géométrique pour désigner les suites
a la fois lacunaires et sous-géométriques.
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On peut caractériser les suites quasi-lacunaires de la manieére suivante :

Proposition 1.22. [31, Prop. 7.1.3] Soit (un)nez € RY une suite strictement croissante.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite (up), est quasi-lacunaire ;
(ii) Uensemble {u,,n € Z} est une union finie d’ensembles lacunaires.

(#i) il existe une extraction (my) € Z strictement croissante, qui satisfait

sup (mk+1 - mk) < N < 400,
kEZ

et telle que la suite (um, )i est lacunaire.
Nous définissons aussi quelques notions de bases :

Définition 1.23. Soit X un espace de Banach et (z,), € X. On dit que (x,), est :
1) compléte si Span{x,,n € N} est dense dans X ;
2) séparée sion a inf{||z, —zn|,n,meN,n#m} >0 ;

3) minimale si pour tout n € N, on a
inf{||xn —gll, g€ Span{xy, k # n}} >0 ;

4) uniformément minimale si il existe 6 > 0 tel que pour tout n € N, on a
inf{||xn —9gll, g€ Span{zy, k # n}} >4

5) basique si il existe une constante K > 0 telle que pour tous n, m € N satisfaisant m < n,
pour tout a = (an)n € coo, ON a

m n
| 25 ] < ] o]
n=0 k=0

Si une suite (x, ), est normalisée, alors on a en toute généralité :
(z,,) basique = (z,) uniformément minimale = (x,,) séparée.

Soient © = (zp,)n € X et ¥y = (Yn)n € Y deux suites de vecteurs. Définissons les espaces S,
et Sy suivants :

Sy = Adh(Span{z,,n e N}, || . [|x) et S, =Adh(Span{y,,n € N} | . |v).

Les suites (z,,) et (yn) sont équivalentes si il existe un opérateur T : S, — S, qui est borné
et inversible, et tel que T'(x,) = y, pour tout n € Z.

On pourra consulter [31] ou [37] pour plus de détails sur ces notions.

Exemple 1.24. Soit H est un espace de Hilbert séparable et (x,), une suite de vecteurs
dans H. On dit que (), est une base de Riesz de H si Span{z,,n € N} est dense dans
H, et s’ existe deux constantes C, Cs telles que 'on a

Va € cqo, Cl<2|an|2)% < H Zanxn u < 02(2|an|2)%.

Les bases de Riesz sont les suites completes, et équivalentes & la base canonique de ¢2. De
telle suites sont basiques dans H.
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Maintenant nous pouvons énoncer les théoremes de Gurariy-Macaev.

Théoréme 1.25. [32, Th. 1] Théoreéme de Gurariy-Macaev dans LP

Soit p € [1,+00) et A = (Ap)nez C (f%,Jroo) une suite croissante. On note (gn)n € MY
la suite des monémes normalisés définie par gn(t) = (phn + 1)/Pt*. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) La suite (A, +1/p)n C RY est lacunaire ;

(ii) La suite (gp)n est séparée dans LP ;

)
)
Jn
Jn

n est uniformément minimale dans LP ;

€ LP est basique;

(

(
(i4i) La suite (g,
(i) La suite (gp,
(

(v) La suite (gn)n € LP est équivalente a la base canonique de (P.

Dans C, le résultat est assez similaire :

Théoréme 1.26. [32, Th. 2] Théoréme Gurariy-Macaev dans C
Soit A = (An)nez C R% une suite strictement croissante et (yn)n la suite des mondmes
définie par y,(t) = t*. Les assertions suivantes sont équivalentes :

) =
(1) La suite (An)n C RY est lacunaire ;

(i1) La suite (yn)n est séparée dans C ;

€ C est basique;

(An)n
(yn)
(#ii) La suite (ypn)n est uniformément minimale dans C ;
(iv) La suite (yn)n
In

(v) La suite (yn)n € C est équivalente a la base sommante de c.

Remarque 1.27. L’espace ¢ C £>°(Z) considéré ici est Pespace des suites (v, )nez € C telles
que v, — 0 quand n — —oo et lim, 4o v, existe. La base sommante de ¢ est la famille
(fn)n € c définie pour n € Z par f, = (...,0,0,1,1,...), ol le premier 1 est sur la n-ieme
entrée de f,. On a donc f, = Zkzn ex. Son nom lui vient de la propriété suivante : pour
toute suite (an)n € coo, O a

+oo “+00 k

g anfn = 5 An€l = § ek( E an)~
n=-—0o0 n,keZ k=—o00 n=-—0o0
k>n

Ainsi, pour (an), € coo, les coordonnées de ) anf, dans la “base canonique” sont les
sommes partielles (A* )y, définies pour k € Z par A* _ = Zﬁ:_oo .

En particulier, les implications (i) = (v) des théorémes de Gurariy-Macaev se refor-
mulent de la maniere suivante :

Corollaire 1.28. Soit p € [1,400] et A = (A\p)n C (f%,Jroo) telle que la suite (A, + %)n
est lacunaire. Alors il existe deux constantes Cq,Co € Ry telles que l'on a

|bn‘p % An ‘bn|p % .
Ol<7§]9)\n—|—l) SHXn:bnt p§02(27> 5 szp€[1,+oo),

nez p)\n +1
ou bien :

Cy sup
NEzZ

St p = 400,

NEZ

pour toute suite b = (by)n € coo-
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Démonstration. Si p est fini, d’apres le Théoréme 1.25, il existe un isomorphisme S, : # —
MY satisfaisant Sy (e,) = (pA, + 1)%17\"7 ou (en), est la base canonique de ¢P. Ainsi, pour
tout polynéme de Miintz f(t) = > b,t* € M(A), on a f = S,(a), ot a = (ay), est la

suite dans ¢y donnée par a,, = b, (p\, + 1)_%, pour tout entier n. On obtient donc :

1
Il laller < 1 Fllp < [1Spll-laller,
p

et le résultat suit d’apres la définition de a.

Si p = 400, d’apres le Théoréme 1.26, il existe un isomorphisme S : ¢ = Mg° satis-
faisant Soo(fn) = t** pour tout n € Z. Pour tout polynéme de Miintz f(t) = Y., bt €
M(A), ona f =S, bufn), on obtient donc :

”SiolH >t

et le résultat suit d’apres la Remarque 1.27. O

)

VAS

o S e < 1Sl Yo b

Le résultat suivant généralise le théoreme de Clarkson-Erdos dans les espaces de Miintz
lacunaires, sans la gap-condition.

Théoréeme 1.29. Soient p € [1,+00) et A = (\,)n une suite telle que (Ap, + 1/p)nez est
lacunaire. Alors pour toute fonction f € MY, il existe une suite (a,)nez telle que la série
entiere suivante :

~ +OO
f(t) = Z ant/\"a

n=—oo

converge uniformément sur tout compact de (0,1), et elle satisfait J?E LP et f = fpresque
partout sur [0,1].

Démonstration. Pour commencer nous montrons une inégalité sur coefficients des polynémes
de Miintz. C’est un raffinement de I'inégalité (1.2) dans le cas lacunaire. D’apres le Théoreme
de Gurariy-Macaev 1.25 il existe une constante Cs € R telle que :

bl
(3L <l

nez

pour tout polynéme g € M(A) de la forme g(t) = Y, b,t*. De la on obtient aisément
I’estimation suivante pour de tels polynomes g :

VR € Z, |ba| < (pAn +1)7 Callgllp- (1.6)

Soit f € MY, alors par définition il existe une suite de polynémes (f* ) € M(A) qui
converge vers f dans LP quand k — 4o00. Soit (a%k))m % la suite des coefficients des polynomes
) est & dire :
Vk €NVt € (0,1), fP)=> alflt*.
neZ
Pour un n € Z fixé et k, k' € N, d’apres (1.6) on obtient :

=

’ (p)\ + 1) ’
ol — aft] < B2 L) 59 _ 0,
Comme f*) est une suite de Cauchy dans LP, alors (a%k))k est une suite de Cauchy, donc
elle converge vers un nombre qu’on note a, (f) € C quand k — +o0. Par passage a la limite,
al (f) satisfait les estimations suivantes :

VkeZ, [a® —ai(f)] < (pAn+1)7Co| f® = fl,,
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et )
lan ()] < (pAn 4+ 1)7 Ca|| f|,-

De plus, d’apres ces inégalités la quantité o (f) ne dépend pas de la suite de polyndémes
(f%),, considérée. En d’autres termes, pour tout n € Z, la forme linéaire aZ, : M(A) — C
définie par a},(g) = b, pour g(t) = Y byt** € M(A), se prolonge en une forme linéaire
continue sur MY et sa norme est inférieure & Ca(pA,, + 1)1/ P, Nous allons démontrer que la

série entiere suivante : B
F&)y=>an(Htr
n

converge uniformément sur tout compact de (0,1). Plus précisément, nous allons démontrer
que pour toute suite f*) de polynémes de Miintz qui converge vers f dans L?, pour tout
K C (0,1) compact, il existe une constante Cx satisfaisant :

1F® — fllx < Crllf® — £l

En admettant cela, on obtient alors l'existence d’une suite (f (k))k telle que f) — funi—
formément sur tout compact et f*) — f dans LP quand k — 4oc. Comme il existe une
sous-suite de f (k) qui converge presque partout vers f, on obtient alors f = f presque par-
tout sur (0,1). Fixons maintenant un compact K C (0,1) et 6 > 0 tel que K C [4,1 — 4.
Quitte & décaler les termes de la suite (A, ), on peut supposer que A,, > 0sin>0et A, <0
sin<0.Pour k,k' e Nette K, on a

FOO-F0)] = | 3 (@) = an(n)e

neEZ

—+o0 —+oo
k * _ *
< 1a®) —a (NI + D (el — az ()l
n=1 n=0

+oo

“+o0

< Gyl f™) — fllp(Z@A_n + 1T 4 S (A +1)7 (1 - 6)*")-
n=1 n=0

Les deux séries ci-dessus convergent : pour celle de droite, on n’a pas besoin de ’hypothese

1
de lacunarité, comme (1 —§) < 1 et limsup,,_, oo (pAn +1) ™" < 1, le critére d’Hadamard
permet de conclure, comme dans la preuve du théoreme de Clarkson-Erdés. La série de
gauche converge car d’apres la lacunarité de (A, + 1/p), il existe r > 1 tel que :

1
1 (pro+ 1)»
On obtient donc la constante Cx voulue et la preuve est terminée. O

T. Erdelyi a démontré dans [23] que si A satisfait la condition de Miintz donnée par
un des Théoréme 1.8 (mais pas la gap-condition), alors toute fonction f € Mg peut étre
représentée comme une fonction analytique sur D\ (—1, 0], restreinte sur lintervalle (0, 1).
On peut probablement en déduire comme L. Schwartz, qu’elle se prolonge sur la surface de
Riemann du logarithme défini par |z| < 1. Dans le cas lacunaire et p fini, nous avons pu étre
plus précis car nous donnons une forme explicite de la fonction qui permet de prolonger f.
Le cas p = +oo reste a traiter.

Conjecture 1. Soit A = (A,)nez une suite lacunaire. Alors pour toute fonction f € Mg°,
il existe une suite (a,) € C telle que la série entiere suivante :

) =" ant*,

nez

converge uniformément sur tout compact de (0,1) vers f.
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Le lemme suivant va nous servir plusieurs fois pour estimer des séries entieres d’une
forme tres particuliere.

Lemme 1.30. Soit a > 0 et A = (Ay)n>0 une suite strictement croissante qui satisfait le
critere de Muntz et la gap-condition.
1) Si A est sous-géométrique, il existe Ch € Ry tel que :

+oo
vie(0,1), 3 s >Cl(1it)a.

n=0

2) Si A est quasi-lacunaire, alors il existe Co € Ry tel que :

vt e [0,1), HZOXW <02(1it)a.

Démonstration. Supposons tout d’abord que A est a la fois lacunaire et sous-géométrique.
On note 7 l'indice de lacunarité de A, et il existe alors une constante d = (r — 1)71 telle
que pour tout n € N, A, < d(Any1 — An). De plus il existe une constante M > 1 telle que
An+1 < MM, et on obtient donc :

Alors, pour tout a € R% et pour tous n,m € N tels que A\, <m < Apqq,0na
A2 & (Ans1 — An)" AL A mY,

ol les constantes sous-jacentes ne dépendent que de A et a. On obtient :

Z )\at>\" ~ Z el — at)\

n>0 n>0

A Y Qagr = A e

n>0 A <m<Api1

D YRR

n>0 A, <m<Ap41

De plus comme t*» < t™/M on obtient pour tout ¢ € [0, 1) :

Z}\at/\ < Zmoc ltM

m>0

1 o
1 (1 e )
< (L)a
~MANL—t
Pour montrer I'autre inégalité, comme t*» > #™, on obtient pour tout t € [0, 1) :

Z)\at)\ > Z me—1gm

m>Ag

[Ao]

a—1,m
t—>1(1—t Zm t >
><L)°‘.
~MANL—t
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Dans le cas out A est lacunaire et sous-géométrique, on obtient bien le résultat. Supposons
maintenant que A est juste quasi-lacunaire. Alors d’apres la Proposition 1.22, A est une
union finie d’ensembles lacunaires (Aj)le. De plus, on peut ajouter des termes dans chaque
A; pour obtenir des ensembles A;- D A; tels que A; est lacunaire et sous-géométrique pour
tout j € {1,..., K}. On pourra voir la preuve de [31, Th. 9.3.3] pour plus de détails. On a
donc pour tout ¢ € [0,1), :

Yo aatn < i 3 e SK(%)Q-

n>0 J=1XeN,

Si A est juste sous-géométrique, alors il existe une sous-suite A’ C A sous-géométrique et
lacunaire, et d’apres la premiére partie on a pour tout ¢ € [0,1) :

S oxgtr =N > (%)a

n>0 n>0

Nous présentons maintenant une application du théoréme de Gurariy-Macaev dans L2.

Exemple 1.31. Un espace de Miintz M3 inclus dans un espace de Bergman.
L’espace de Bergman A? (voir [22]) est le complété des polyndomes pour la norme suivante :

I = ([ 1rPAG)

ou A est la mesure d’aire normalisée du disque. C’est 1’espace de Hilbert des fonctions
holomorphes sur D qui appartiennent & L?(ID). Dans A2, les fonctions (2),,en forment un
systéme orthogonal. Supposons que A C N et A est lacunaire. Alors la suite (A, + 1/2),, est
lacunaire et d’apres le théoréme de Gurariy Macaev, les fonctions (hy,), € M3 définies par
ho(t) = (2Xn)Y/?t* forment une base de Riesz de M3, c’est & dire une suite équivalente &
la base canonique de 2. D’autre part, comme A C N, les fonctions ¢ + t*» se prolongent
de fagon holomorphe et unique sur D, donc on peut voir les fonctions (h,), comme des
éléments de A2%. On a alors :

27 1 1
do z
”hnHA2 = (2An)1/2(/070 /70 TZ)\nrdT’Tr )2

- \/5()\:\1 1)§ n—;\jl—oo\/5

Ainsi la suite (hy), € A? est équivalente a la base canonique de ¢2, et donc Iinclusion
formelle J : M3 — A? est bornée et c’est un isomorphisme sur son image. En d’autres
termes, l'espace M3 s’identifie d’une fagon canonique au sous-espace de A% engendré par les
mondmes 2.
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1.2 Opérateurs compacts

Dans toute cette partie, on notera X,Y deux espaces de Banach et T': X — Y un
opérateur linéaire borné entre X et Y. Il existe de nombreuses classes d’opérateurs dans
la littérature. Elles peuvent permettre d’étudier des propriétés plus fines que la bornitude.
Celles que nous allons présenter dans la suite sont stables par composition a gauche ou a
droite par un opérateur borné, on dit donc que ce sont des idéaux d’opérateurs.

1.2.1 Différents idéaux d’opérateurs
Nous commencons par définir les idéaux d’opérateurs les plus classiques.

Définition 1.32. On dit que T est compact si 'image de la boule unité T'(Bx) est relati-
vement compacte dans Y. On note parfois (X, Y) Pensemble des opérateurs compacts sur
X a valeurs dans Y. La norme essentielle de T, notée || T||. est définie par :

||THe:inf{\|T—K||, K:X Y, Kcompact}.

La norme essentielle est la distance entre 7" et JC(X,Y"). On dit que T est faiblement compact
si T(Bx) est faiblement compacte dans Y. La norme essentielle faible de T', notée ||T||e,w,
est définie par :

| T|lew = inf {HT — K|, K:X —Y, K faiblement compact}.

C’est la distance entre T et les opérateurs faiblement compacts. Elle a été par exemple
considérée dans [6, 7, 36]. Ces indicateurs permettent de mesurer le défaut de compacité ou
de compacité faible.

Remarque 1.33. La compacité, la bornitude et la compacité faible se comparent :

1) Si T est compact, alors il est faiblement compact. De plus on a

I

ew < Tlle <IT-

2) SiY est réflexif, alors tout opérateur T : X — Y est faiblement compact. C’est une
conséquence directe du théoreme d’Alaoglu-Bourbaki et de la définition de la réflexivité
(voir [37]). Nous nous intéresserons donc & la norme essentielle faible uniquement
pour des opérateurs a valeurs dans un espace non réflexif, par exemple des espaces

LY (p), L>(n) ou C(K).
Définition 1.34. On dit que T : X — Y est nucléaire si il existe une suite (Rj,)n
d’opérateurs de rang 1 satisfaisant :
(a) pour tout z € X, la série ), R, (z) converge vers T'(z) dans Y ;

(b) 3[Rl < +oc.
neN
On notera ), R, =T sil'identité (a) est satisfaite, c’est a dire que la série ) R,, converge
vers T au sens de la topologie forte des opérateurs. La condition (b) entraine en particulier
que la série ) R,, converge dans B(X,Y’). La norme nucléaire de S est définie par

1Tl = inf {37 (1Rl rang(Ra) =1, 3 Ry =T}.
n neN

Tout opérateur R : X — Y de rang 1 peut se représenter sous la forme d’un produit tensoriel :
pour y € Y et f* € X* (voir [17]) on note R = (y ® f*) l'opérateur défini par

Ve e X, R(z)=f"(x)y.
Les opérateurs nucléaires sont les opérateurs les plus simples a construire entre deux espaces

X, Y quelconques.
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Définition 1.35. On dit que T est approzimable si c’est une limite d’opérateurs de rang
fini, pour la topologie de la norme dans B(X,Y) : il existe S,, une suite d’opérateurs de rang
fini telle que ||T"— Sy|| = 0 quand n — +oo. Pour n € N*, on définit a,(T") € Ry comme le
n-ieme nombre d’approrimation de T par :

an,(T) = inf {||T —R||, R:X =Y, rang(R) < n}

On obtient immédiatement : T' est approximable si et seulement si a,,(T) — 0 quand n —
400, et dans ce cas, T est compact. Il existe beaucoup d’espaces dans lesquels les opérateurs
approximables sont exactement les opérateurs compacts, mais ce n’est pas vrai en toute
généralité. De plus, on a aussi de maniere immédiate :

n—-+oo

IT[| = ar(T) = ag(T) = --- = lim _an(T) = [T

Les nombres d’approximation (a, (7)), font partie de la classe des s-nombres, qui comprend
par exemple les nombres de Gelfand, de Bernstein, de Kolmogorov, d’entropie.

Exemple 1.36. Une classe d’opérateurs presque compacts.
Soit T': X — Y un opérateur. Les nombres de Bernstein (b, (T')),, sont définis par :

bo(T)= sup inf ||T(x)]-
Ecx =€E
dim(E)=n llz][=1

La suite (b, (7)), est décroissante, et elle satisfait b, (T) < a,,(T) pour tout n > 1. On dit
que T est un opérateur finiment strictement singulier si b,(T) — 0 quand n — +o00. On dit
aussi que T est super-strictement singulier. Un tel opérateur n’est un isomorphisme sur son
image sur aucun sous-espace de dimension infinie.

Tout opérateur compact est finiment strictement singulier, mais la réciproque est fausse
en général, il y a au moins deux contre-exemples célebres. Le premier exemple, est 'opérateur
de Volterra considéré entre L' et L. Ainsi l'opérateur Vi o : L' — L° défini par
Vieo(f)(@) = [ f(t)dt est finiment strictement singulier [35] mais il n’est pas compact.
Il en est de méme pour I'opérateur d’inclusion J, 4 : £ C ¢4 avec p < q : il n’est pas compact
mais il est finiment strictement singulier [39].

Nous n’étudierons pas d’autres classes de s-nombres dans ce mémoire, mais on pourra
se référer & [15] pour plus de détails. Nous présentons une derniére classe d’opérateurs qui
contient les opérateurs compacts.

Définition 1.37. Un opérateur T : X — Y est un opérateur de Dunford-Pettis si pour toute
suite (x,, ), faiblement convergente dans X, la suite (T(x,)),, est fortement convergente dans
Y. 1l existe aussi la terminologie T' est compléetement continu pour désigner un tel opérateur.

11 est clair que tout opérateur compact est un opérateur de Dunford-Pettis car si (zp)n
converge faiblement vers x et T est compact, alors pour toute extraction (z,, )k, le vecteur
T'(x) est I'unique valeur d’adhérence de (T'(x,, )k, et par compacité c’est sa limite.

Exemple 1.38. Dans des espaces de Miintz M} et Mg°.

1) Soit M} un sous-espace de Miintz de L'. Alors tout opérateur borné T': M} — Y est un
opérateur de Dunford-Pettis. En effet, espace M} est isomorphe & un sous-espace de ¢!
[52, Rem. 4] et ainsi il hérite de la propriété de Schur de 1, c’est & dire que pour toute
suite bornée (x,,),, € M} faiblement convergente, (z,,), est fortement convergente. Par
continuité, T'(x,) converge fortement et donc T est un opérateur de Dunford-Pettis.

2) De méme, soit M{° un sous-espace de Miintz de C. Alors tout opérateur borné S : X —
MZ° est un opérateur de Dunford-Pettis. En effet, MR est isomorphe a un sous-espace
de ¢ [52, Th. 1], donc l'espace dual (MXO)* a la propriété de Schur. Ainsi, I'opérateur
adjoint S* est un opérateur de Dunford-Pettis et donc S aussi.
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Définition 1.39. [53, p.237] Soient H;, Hy deux espaces de Hilbert séparables et ¢ > 0. La
classe de Schatten S9(H;, Hs), est définie par :

SU(H,, Hy) = {T € B(H\, Hy), (an(T)), € W}.

Parfois nous noterons seulement S? quand il n’y a pas d’ambiguité sur les espaces de Hilbert
en question. Les opérateurs de la classe §? sont toujours compacts. Pour ¢ > 0 et un
opérateur T': H; — Ho, on définit la norme de Schatten par :

Tl = (3 an()7)".

La norme de Schatten est une norme sur S? si ¢ > 1. Pour mieux comprendre cette classe,
nous présentons une maniere équivalente de la construire. Dans les espaces de Hilbert, tout
opérateur compact T : Hy — Hs se représente avec la décomposition de Schmidt suivante :

Vo € Hy, T(J?) = ZSn<T)<w7en>fn7

n>0

o (), est un systéme orthonormé de Hi, (f,), est un systéme orthonormé de Hs, et
(8n(T))n € R4 est une suite décroissante. Les termes de la suite (s,(T)), sont appelées
les waleurs singulieres de T. Ce sont les racines des valeurs propres de T*T : Hy — Hi,
ordonnées de maniere décroissante. Alors on a

Vn>1, $,-1(T) = an(T).

La classe de Schatten S? est appelée ’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt. La classe
de Schatten S! est exactement ’espace des opérateurs nucléaires entre H; et Ho.

Le théoreme suivant permet d’estimer la norme de Schatten dans certains cas.

Théoréeme 1.40. [21, Th. 4.7 p.82] Soient T : Hy — Hs un opérateur, (fn), une base
orthonormée de Hy, et q € (0,400).

1) Sig<2ona

1T sa < (Z ||T(fn)||q)%.

n>0
2) Siq>2 ona

IT||se > (Z ||T(fn)||q)%.

n>0
En particulier si g = 2, on obtient l’expression suivante de la norme de Hilbert-Schmidt
3
2
ITls: = (S ITUIP)
n>0
et cette quantité ne dépend pas de la base orthonormée choisie.

Pour S,T € 82, et (f,)nen une base orthonormée de Hy, Pexpression suivante :

(T,S) =Tr(S*T) = > (S*Tfu, fa),

neN

définit un produit scalaire sur S? : on peut montrer que cette somme est toujours finie, qu’elle
ne dépend pas de la base orthonormée choisie, et que (82, ( . )) est un espace de Hilbert.
Pour plus de détails on pourra se référer a [21, 45, 53]. Par ailleurs, il existe un équivalent
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des classes de Schatten dans les espaces de Banach séparables, ce sont les opérateurs g¢-
sommables (& ne pas confondre avec les opérateurs g-sommants), satisfaisant (a, (7)), € €9,
mais ce n’est pas une classe trées étudiée (voir [30, 47]).

Définition 1.41. Soient p € [1,400), X un espace de Banach, (£2, u) un espace mesuré et
T :X — LP(u) un opérateur. On dit que T est borné pour l’ordre si il existe une fonction
g € LP(u) telle que :

sup |T'(z)(w)| < g(w),

reX

llzll=1
pour p-presque tout w € €. Dans le cas ou X est séparable, les opérateurs bornés pour
I'ordre sont les opérateurs tels que la fonction ¢ — sup,ep |T(x)(w)| est dans LP(u) pour
toute partie D dénombrable et dense dans Bx.

On peut aussi définir les opérateurs bornés pour 'ordre pour des “Banach lattices”, ce
sont des espaces de Banach munis d’une relation d’ordre, qui généralisent les espaces LP(1).

Remarque 1.42. Soient H un espace de Hilbert séparable, (€2, 1) un espace mesuré et
T : H — L?(u). Alors T est borné pour 'ordre si et seulement si c’est un opérateur de
Hilbert-Schmidt. En effet, soit D une partie dénombrable dense de By, D2 une partie
dénombrable dense de By2 et (e,), une base orthonormée de H. On a

TNz = D I (en) 7200

n>0

_ /Q 3 T (en) () duw)

n>0

:/ sup
Qa€Dy n>0

— [ sup [7()@)Pdute).
Q

heD

anT(e) ()] di(e)

1.2.2 Estimations inférieures pour la norme essentielle

Dans la suite de cette section, nous démontrons des résultats généraux pour minorer ou
calculer la norme essentielle des opérateurs. Tous les résultats ont été obtenus en collabora-
tion avec I. Al Alam, G. Habib, P. Leféevre, F. Maalouf et ils apparaissent dans [6].

Définition 1.43. On dit qu’une suite (Em)meN est une bloc-sous-suite de (xn)n si il existe
une suite (I,,)n, de sous-ensembles finis de N avec max I,,, < min I, 1, et une suite (¢;); €
[0,1] tels que :
YmeN, Z, = Z cjrj et Z c; =1
JE€ELm JE€EIm

Les bloc-sous-suites ont la propriété suivante : pour toute suite (y,), € Y faiblement conver-
gente, il existe une bloc-sous-suite (¥, )m fortement convergente dans Y. Cette propriété est
utilisée dans la preuve du lemme suivant.

Lemme 1.44. [7, Lemme 3.1] Soient T : X — Y un opérateur borné, (mn)neN une suite
normalisée dans X et a € RY.

1) Supposons que pour toute sous-suite (xw(n))neN et pour tout g € Y, lUopérateur T
satisfait : limsup ||T(zpn)) — g|| = a. Alors ||T||. > a.

n—-+oo

2) Supposons que pour toute bloc-sous-suite (%n)neN, pour tout g € Y, lUopérateur T

satisfait : lim sup HT(En) —g|| = a. Alors ||T||ew > .
n——+o0o
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Démonstration. Nous démontrons uniquement le point 2) car le point 1) est similaire et plus
facile. Soit S un opérateur faiblement compact, alors il existe une sous-suite de (S(x,,)), qui
converge faiblement vers un élément g € Y. D’apres le théoréeme de Mazur, il existe donc une

bloc-sous-suite (S (xm))m qui converge fortement vers g. Pour tout m € N, on a z,,, € By,
et on obtient alors :

1T = 5| = limsup [|(T" = S)(Zm)]|
m——+o00

> limsup ||T(zm) — ¢

m—»—+0o0

> Q.

On obtient donc le résultat en considérant la borne inférieure parmi les opérateurs faiblement
compacts S. O

Le résultat qui suit donne des bornes inférieures de la norme essentielle et de la norme
essentielle faible tres intuitives, en termes de suites a-séparées.
Lemme 1.45. Soit T : X — Y un opérateur linaire et o € Ry
1) Sil’image de la boule unité T(Bx) contient une suite a-séparée (yn)n (c’est a dire pour
tout n # m, ||Yyn — yml| = ) alors

«
IT)e = 5

[\

2) Si image de la boule unité T(Bx) contient une suite (Yn)n telle que toute bloc-sous-

suite (Ym)m est a-séparée, alors |T|ew > 5
Démonstration. On démontre seulement 2) car 1) est similaire et plus facile. Soit (z,,), € Bx
et (Yn)n = (T(xn))n, tel que toute bloc-sous-suite (Y )m de (yn)n est a-séparée dans Y.
Pour tous n,m € N tels que n # m € N, pour tout g € Y, on a

« S Hgn _gmH S Hgn _gH + ”gm _gH'

a

Ainsi, il existe au plus un entier n € N tel que |y, — g|| < §, d’olt on obtient

limsup||7(E,) - gl > 5,

m—s00

pour toute bloc-sous-suite (Z,,)m. D’apreés le Lemme 1.44. 2), on obtient le résultat. O
Nous présentons une application du Lemme 1.45 qui montre que cette borne inférieure

peut-étre précise dans certains cas.

Exemple 1.46. Soit v : 1 — ¢ Popérateur de Volterra discret défini par

n

v(z) = ( Z xk)

k=0 "

1
pour z = (z1), € £1. On a vl = 3
Démonstration. On note (e,), la base canonique de ¢*, et pour n € N on note f,, := v(e,).
Pour tout n € N, la suite f,, est donnée par : f, = (fur)r € v(Bp), ol frop =0sik <n
et fnr = 1si k> mn: clest la base sommante de c. Comme (f,,), est 1-séparée dans ¢, le
Lemme 1.45 donne la minoration.
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Pour montrer la borne supérieure, on considere I'opérateur K : ¢! — ¢ de rang 1, défini par
K= %][ ® Tr, ot T est la suite constante égale & 1 et Tr € (£!)* est la forme linéaire trace
définie par Tr(z) = Y, < Zn. Pour tout z € ¢! on a

n +oo Tr 1 n +oo ||$||gl
(v = K)(@)[le = sup | Y ap— > 5| = 5P da— Y w| < =
" k=0 k=0 " k=0 k=n+1
Comme K est compact, on a
1
Jolle < flo~ K] < 5
. . 1
Comme K est de rang 1, on obtient aussi a,(v) = 5 pour tout n > 2. O

Définition 1.47. Soit X un espace de Banach. On dit que P : X — R, est une sous-norme
sur X si P satisfait :

(a) Yo,y € X, P(x +y) < P(z) + P(y) (inégalité triangulaire) ;
(b) Vz € X, P(z) < ||z||.
Lemme 1.48. Soient a € Ry, et T : X — Y un opérateur linéaire. Soit (Py)ren une
suite de sous-normes sur'Y . Supposons que :
(a) Pour tout g €Y, gnng(g) =0.
€

(b) Il existe une suite (hy)n € Bx telle que :

Vk e N, liminf Py(T(h,)) > .

n—-4oo

Alors ||T|e > a.

Démonstration. Soit S : X — Y un opérateur compact, et € > 0. Il existe une extraction
(nj); dans N telle que S(hy;) — g € Y. Comme infrey Pr(g) = 0, on pose kg € N tel que
Py, (g) < €. Soit jo € N tel qu’on ait simultanément ||S(hy;) —g[| < € et Py, (T(hn,;)) > a—¢
pour tout j > jg. Alors on obtient :

1T = S|l = [T(hn;) = S(hn,)l

> HT(hnj _gH - ”S(hn]) _g”
> Pro(T(hny) = g) = 1S (hn,) — gl
(

~— —

0( ])
> Pioo(T(hn;)) — Pry(g) — €
> a— 3e.

Comme cette inégalité marche pour tout € > 0, on obtient bien ||T'|| > « en prenant la
borne inférieure parmi les opérateurs compacts S. O

Le résultat suivant donne une vision plus intuitive de la norme essentielle dans le cas ou
Y est un espace LP(u), et de la norme essentielle faible lorsque p = 1 et y est finie.

Théoréeme 1.49. Soient (Q, u) un espace mesuré, p € [1,4+00) et T : X — LP(Q,pu) un
opérateur linéaire. Supposons qu’il existe une suite décroissante (Ay ) de sous-ensembles de
Q tels que une suite (hy), dans Bx, et un nombre a > 0 tels que :

(a) Les ensembles (Ay) satisfont p( () Ay) = 0.
k

n—+oo

1
(b) Pour tout k € N, on a limsup (/ |T(hn)|pdu) " >a.
A
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Alors on a
[[T[e = a

De plus, sip=1 et u(2) < +oo, alors on a

1Tle > [IT][e,w >

Démonstration. On définit les sous-normes Py, : LP(Q, ) — R, par

Pi(f) = [ fllrean.m)-

Pour tout g € LP(u), la suite (Py(g))x est décroissante et tend vers 0 d’apres le théoreme

de convergence monotone. Nous allons appliquer le Lemme 1.48 pour une suite (h!,), bien

choisie. Pour chaque k € N, il existe une extraction (hy, (n))n telle que :

lim Py(T(hy,(n))) = limsup Py (T (hy)) > a.

n—+00 n——+oo

De plus, quitte & extraire encore, on peut supposer que Py (T'(hy, 1)) > @ — % Fixons la
suite h;, = hy, (). Alors pour tout k£ € N et pour tout n > k, on a

PUT(B)) 2 Pu(T (g, ) 2 0 -

Ainsi pour tout k fixé, on a lim_~i_nf Py(T(h},)) > a et le Lemme 1.48 entraine
n—-+0o0

I7]. > a.

Supposons désormais que p = 1 et u(2) < 4o00. Alors on a p(A) — 0 quand k — +o0. Soit
S : X — LY(Q, 1) un opérateur faiblement compact. Comme I’ensemble H = {S(h,,),n € N}
est relativement faiblement compact dans L' (1), H est uniformément intégrable [53, p.137],
ce qui signifie : pour tout € > 0, il existe J. > 0 tel que :

,u(B)S(Ssﬁ/ |S(hn)ldp <e, ¥neN.
B

Pour tout € > 0 il existe k tel que pu(Ag) < .. De plus par hypothese il existe n € N tel que
fAk ’T(hn)’pdu > a — &, ce qui nous donne :

1T =S = (T = S)(hn)ll 2 )

2/ |Th,, — Shy|du
Ag

> [ iThaldu— [ ISl
Ay Ag

> a— 2e.

Ainsi on obtient bien ||T||e, > a. O

Remarque 1.50. 1) Dans le Théoréme 1.49, on a pu conclure le méme résultat que dans
le Lemme 1.48 avec une hypothese plus faible : on a mis “limsup” au lieu de “lim inf”.
Dans ce cas particulier, on peut alléger I'hypothése car les sous-normes (Pg); sont
ponctuellement décroissantes sur LP(u).

2) La deuxieéme partie résultat précédent est fausse pour p € (1,4+00) car tout opérateur
borné a valeurs dans LP(u) est faiblement compact d’apres un argument de réflexivité.
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Le résultat qui suit est la généralisation naturelle de [18, Lemme 3.4] pour p € [1, +00).
La preuve peut s’adapter de leur méthode directement, mais nous allons ’énoncer comme
une conséquence du Lemme 1.48.

Corollaire 1.51. Soient (€2, ) un espace mesuré, X un espace de Banach T : X — LP(u)
un opérateur borné. Pour une suite (Ay) de sous-ensembles de Q qui satisfait (), Ax) =0,
on définit la suite (Ry)r d’opérateurs de projection par

" { 1(5) — LP(Ag,p)
0 UV A P

Si pour tout k € N, Uopérateur T — RyT est compact, alors la norme essentielle de T' est
donnée par
[Tlle = lim ||RT.
k—+o00

Démonstration. Comme pour tout € X, (||RiT(z)|)x est une suite décroissante, la suite
(||R&T|)n converge vers un nombre o« € Ry quand k¥ — +oo. D’apres la compacité de
(T — RyT), on obtient clairement | T|l. < ||RxT|| pour tout k et donc ||T||e < a. Pour la
borne inférieure, on fixe une suite h,, € X telle que

1
1B T (h)ll 2 1R T =

Pour k& < n, on a ||RyT(hn)|| = [|T(hn)llzeap,p) > I|RoT (hy)||. Donc, en appliquant le
Théoréme 1.49 avec la méme suite (Ag)r C Q et la suite (h,) € X, on obtient bien

IT]le = o

O

Exemple 1.52. L’hypothese (T — RxT) est compact pour tout k& € N est satisfaite dans
deux exemples naturels :

1) SiY = (7 et qu'on choisit Ay = {j € N,j > k}. Alors T — R;T est de rang fini, donc il
est compact.

2) Soit X = M} et Y = LP(p), olt p1 est une mesure finie et positive sur [0, 1]. On consideére
l'opérateur d’inclusion T : MY — LP(u) défini par T'(f) = f. Alors on verra dans la suite
(voir le Th. 3.10) qu’en prenant A, = {t € [0,1],t > 1 — 1/k}, Popérateur (T — R;T)
est nucléaire et donc compact. C’est pour I'appliquer dans ce cadre que les auteurs de
[18] ont formulé ce lemme.
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1.3 Mesures positives sur [0, 1]

Dans le chapitre 3, nous considérerons des mesures sur [0, 1]. Nous rappelons donc ici
quelques résultats de base sur les mesures positives. D’autre part, nous introduisons des
classes de mesures positives sur [0, 1], dont la “croissance” au voisinage du point 1 est
controlée de différentes maniéres, et nous établissons certaines de leurs propriétés. Nous
noterons A la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

1.3.1 Mesures sous-linéaires et moments

Définition 1.53. Nous noterons M™([0,1]) I'ensemble des mesures positives et finies sur
I'intervalle [0, 1], et MT([0,1)) désignera ’ensemble des mesures p € M ([0, 1]) qui satisfont
pu({1}) = 0. Pour p € M*([0,1]) on pourra voir u comme une application o-additive sur
I’ensemble Bor([0,1]) des boréliens de [0, 1] :

| Bor([0,1]) R
“'{ A : /«L(f;{)»

ou u satisfait u(0) =0 et :

V(An)nen € Bor([0,1]), N(UAn) < ZN(An)~

n n

On pourra aussi voir g comme une forme linéaire sur ’espace C des fonctions continues sur
[0,1] de la maniére suivante :

cC — C

R T fdp.
[0,1]

L’espace M(][0, 1]) des mesures complexes sur [0, 1] peut étre muni d’une structure d’espace
de Banach, et d’apres le théoréme de représentation de Riesz (voir [48, Th. 6.19]) application
p— @, est une isométrie surjective de M([0, 1]) vers I'espace dual C*.

Définition 1.54. Nous dirons qu'une mesure g € M7 ([0,1]) est absolument continue par
rapport o la mesure de Lebesgue X si il existe une fonction A-intégrable h : [0, 1] — Ry telle
que pour tout borélien A C [0,1], on a

(A) = /A h(t)dt.

Nous noterons comme d’habitude g < A. Dans ce cas, la fonction A ci dessus est appelée la
dérivée de Radon ou bien la densité de u, et on la note :

dp
h=—:
X
D’aprés le théoreme de Radon-Nikodym [48, Th. 6.10], les mesures absolument continues

sont exactement les mesures p telles que tout ensemble A-négligeable est p-négligeable.

Remarque 1.55. Les mesures de Carleson de LP (c’est & dire les mesures p telles que
l'opérateur d’inclusion J,, : L? — LP(u) est borné) sont exactement les mesures p telles
que :

(a) w est absolument continue par rapport a \;

d
(b) la densité h = ﬁ est essentiellement bornée sur [0, 1].

En effet, il est clair que ces deux conditions entrainent Vf € LP, || f| ey < [|hllooll fllp et
donc p est une mesure de Carleson de LP. Pour montrer la réciproque il suffit de tester les
fonction indicatrices 1 4.

33



Nous introduisons des classes de mesures liées aux moments, qui nous permettront
d’étudier les mesures de Carleson des espaces de Miintz.

Définition 1.56. Soit € M™([0,1]) et s € (—1,+00). On définit le moment fi(s) par

a(s) = / t*dpu.
[0,1)

Soit A = (Ay)n>0 une suite strictement croissante qui tend vers +oo et p € [1,+00), nous
dirons que p satisfait la condition (B,(A)) lorsqu’il existe C' > 0 tel que :

Vn € N, / tPAndy < c (B,(M))
[0.1] A

n

Si p satisfait (B,(A)), alors la suite ()\nﬂ(p)\n))n est bornée, et p satisfait (B, (A)) pour tout
g > p. On dit que p satisfait la condition (b,(A)) lorsqu’elle satisfait :

lim X, tPAndy = 0- (by(A))

n——+0o [0,1)

La classe de mesures suivante a été introduite dans [18].

Définition 1.57. Soit x4 une mesure positive et finie sur [0, 1). Nous dirons que p est sous-
linéaire si il existe une constante C' > 0 telle que :

Ve € (0,1), u([l—e,1)) < Ce.

Dans ce cas on définit la norme sous-linéaire de p par : ||ulls = sup.¢(o 1) M

dirons que p est sous-linéaire évanescente si elle satisfait :

o 20— 2:1)

e—0 IS

- Nous

=0.

Les mesures sous-linéaires évanescentes sont exactement les mesures sous-linéaires telles que
la restriction ), = fi1—1/k,1) satisfait : kEI—ll-loo lpills — 0 quand k — +o0.

Remarque 1.58. mesures de Carleson de H?.
L’espace de Hardy H? est défini comme le complété des polyndmes pour la norme suivante :

2 oy 2 dO\ 3
— i0\12 27
e = sup ([ 1re )RS

C’est un espace de fonctions analytiques sur D. Le principe de Littlewood stipule que pour
toute fonction holomorphe ¢ : D — D, 'opérateur de composition C, : H*> — H? défini
par C,(f) = f o ¢ est borné. En 1962, L. Carleson a généralisé ce principe [16, Th. 1] en
caractérisant les mesures p sur D telles que I'opérateur d’inclusion J,, : H 2 5 H? est borné,
ces mesures donc sont appelées les mesures de Carleson. Pour £ € 9D et r > 0, on définit la
fenétre de Carleson V¢(r) par

Ve(r) = D(&,7) N D.

Alors 1 € M™ (D) est une mesure de Carleson de H? si et seulement si il existe une constante
C > 0 telle que :
Vr > 0,¥¢ € 0D, pu(Ve(r)) < Cr.

Cette condition géométrique sur le comportement de p a la frontiere de D est ressemblante
a la condition géométrique des mesures sous-linéaires au voisinage de 1.
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%

FIGURE 1.1 — Fenétre de Carleson

Remarque 1.59. Les mesures sous-linéaires satisfont la condition (B,(A)) pour tout p €
[1,+00) et pour toute suite A. En effet, d’apres la formule de transfert, pour toute mesure
positive v sur [0,1) on a

“+o0
/ P dy = / v({t € [0,1),8 > r})dr
[0,1) 0

_ /Olu([mi,n)dr.

En appliquant cette identité pour une mesure sous-linéaire p, puis pour la mesure de Le-
besgue A on obtient :

1
/ tMdu :/ ,u([r%n,l))dr
[0,1) 0

1
1
<lulls [ (1= rmar
0

_ ledls
An+1

Ainsi on obtient en toute généralité : p sous-linéaire = (Bq1(A)) = (Bp(A)). De méme,
supposons que g est sous-linéaire évanescente. Pour tout > 0 il existe k£ € N tel que pour
tout € < %, on a

p([1—e,1)) < de.

< 4. Alors

En d’autres termes, la mesure ), = (11 1) est sous-linéaire et satisfait H/ﬁCHS

on a pour tout n € N :

An M dp = / At dp + / At dp
[0,1) [0,1—F] [1-4%.,1)

1 1
<A(1 = )M 4 5/ At dt
]f 1_%
1

< Ap(1—= )M 46
< An( k) +

On obtient limsup A, / t*dpu < 6. Comme § est arbitrairement petit, on a montré en
n——+oo [0,1)

toute généralité les implications : p sous-linéaire évanescente = (b1(A)) = (by(A)).
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Le lemme suivant généralise ce principe pour d’autres types de croissances de mesures
et pour l'intégrale de toutes les fonctions croissantes. La preuve repose sur une intégration
par partie.

Lemme 1.60. [18, Lemme 2.2] Soit p € M™([0,1]) et p: Ry — Ry une fonction positive,
croissante, de classe C1, telle que p(0) = 0. Supposons que pour tout € € (0,1), la mesure y
satisfait : p([1 —e,1]) < p(e). Alors pour toute fonction g continue, positive, et croissante

sur [0,1], on a
1
/ gdp < / g9(t)p (1 = t)dt.
[0,1] 0

En appliquant le Lemme 1.60 pour la fonction p(t) = t||u||s, on obtient directement : si
 est sous-linéaire et f est croissante positive sur [0, 1], alors

1
/ fdu < s / f(t)dt.
[0,1) 0

Dans la version originale, les auteurs ont énoncé [18, Lemme 2.2] quand p est une fonction
C'. Mais leur preuve requiert uniquement I’hypothése “p est absolument continue”. En par-
ticulier on peut I’appliquer avec la fonction p(t) = t# pour tout 3 > 0 dans la proposition
qui va suivre. Rappelons qu'une suite A est sous-géométrique si il existe M € R, tel que
pour tout n € Ny on a A1 < MA,.

Proposition 1.61. Soient p € M™*([0,1]), et a > —1. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) 1l existe une constante C > 0 telle que
([l —e,1)) < Ce'™™, Ve € (0,1);

(ii) Il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction g croissante, positive et C

sur [0,1), on a
1
[ sdusc [ gwa- o
[0,1) 0

(i) 1l existe une constante C > 0 et une suite (sp)n € Ry sous-géométrique, qui tend vers
400 telle que :

C
/ ts"duﬁ TFa’ Vn € N.
[0,1) Sn

De plus, si (sn)n est sous-géométrique et tend vers +o0o, alors on a

1—¢,1
sup Il([17+a)) ~ sup 5.t (/ tor d,u),
£€(0,1) € n=0 [0,1]

ou les constantes sous-jacentes ne dépendent que de A et .

p(1—e,1))

Démonstration. Soit p une mesure satisfaisant (i) et Cq, = sup o
€

€€(0,1)
le Lemme 1.60 avec la fonction p(t) = C1.t17® et on obtient :

. On applique

1

/[0’1) gdu < /0 g(t)p' (1 —t)dt < Cy(a+ 1)/ g()(1 = D)*dt.

0

Supposons maintenant que (ii) est satisfait, avec une constante Cs. Soit (s, ), une suite
sous-géométrique qui tend vers l'infini. En appliquant U'inégalité de (ii) aux fonctions t*»
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(croissantes, positives) on obtient :

1
/ tondp < 02/ 5 (1 —t)*dt
[0,1) 0

=CyB(sp + 1,a+1)
I(sp,+1)I(a+1)

=2 T(sp +a+2)

7

ol B est la fonction beta et I' la fonction gamma d’Euler. L’approximation de Stirling donne
un équivalent de cette quantité quand s, — +00, on trouve alors :

T 1
/ t*rdp < M quand n — +o00.
[0,1)

i
s&t

Supposons maintenant que p satisfait la condition (ii7), et posons C3 = sup s+ / t5nd .
neN [0,1)
Il existe un rang ng € N tel que pour tout n > ng, on a

/ trdy > / t°rdp
[0,1) [1-L.1)

> (1= )l - o))
> Zu([L - =, 1),

car la suite (1 — SL)S" tend vers é > % quand n — +oo. Soit € > 0 et n € N tel que
sn1+1 <e< i On peut supposer que n > ng car I'inégalité de (¢) est trivialement vérifiée

quand ¢ est loin de 0. Pour tout € < %, on a
’ILO

1
(1= =1) < (L - 1))
< 3/ t5rdp
[0,1)
3C

<3
< 3C3(su S}HI)HQ 1ta

k Sk

O

Nous allons pouvons appliquer ce résultat pour caractériser les mesures sous-linéaires.
Le résultat suivant est 1’équivalent de [18, Prop. 4.3].

Corollaire 1.62. Soient u € M*([0,1]), p € [1,+00), et A = (Ap)n>0 une suite strictement
croissante, sous-géométrique, qui tend vers +o0o. Alors il existe alors deux constantes C1, Cy
qui ne dépendent que de p et A (mais pas de ) telles que :

am@Jtmwswﬁ@m@jtmw. (17)
neN [0,1) neN [0,1)

En particulier dans ce cas, la condition (B,(A)) ne dépend pas de p, et on a
w satisfait (B,(A)) <= p est sous-linéaire.
De plus, la condition (b,(A)) ne dépend pas de p et on a

w satisfait (by,(A)) <= est sous-linéaire évanescente.
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Démonstration. L’inégalité de gauche de (1.7) suit en testant les fonctions monémes comme
dans la Remarque 1.59. L’inégalité de droite suit du point (i44) = (i) dans la Proposition
1.61 car A est sous-géométrique. D’apres (1.7), pour tous p,q € [1,+00), les quantités
(sup,, A\nfi(pAn)) et (sup,, Anfi(gAn)) sont équivalentes a des constantes qui dépendent de
p,q prés. Ainsi la condition (B,(A)) ne dépend pas de p, et elle est équivalente & la sous-
linéarité de p.

Il nous reste & montrer le dernier point. Soit € > 0 et y une mesure satisfaisant (b,(A)),
alors il existe m € N tel que :

Vn > m, )\n/ tp)‘"dyge.
[0,1)

D’autre part, pour tout k fixé, on pose p, = f1j(1-1/x,1) la restriction de p au voisinage
de 1. D’apres (1.7) on a

g lls < Co sup/[ ))\nﬁmndu;C
n Jo,1

< max{ sup/ AntPAdy sup/ )\nt”)‘”du}
[0,1) n<m J[1-1/k,1)

n>m

<e4+ sup )\n/ tp’\"du.
[1-1/k,1)

0<n<m
Des lors que k > A2 | on a pour tout n < m :

(1—-1/k,1) k vk

et en faisant tendre k vers +oo on obtient klim llills < e, donc g est sous-linéaire
—+00

évanescente. O

1.3.2 Moments généralisés

Désormais, nous fixons une suite strictement croissante A = (\,), indexée sur Z qui
satisfait le critéere de Miintz. Tous les résultats peuvent s’adapter sans difficulté si A est
indexée sur N. Nous allons définir une nouvelle suite de “moments généralisés de p” pour
une mesure y sur [0, 1], afin de pouvoir estimer la norme de I'opérateur suivant :

TA' Cop — M(A)
’ b — annt)‘",

oll cgp est muni d’une norme || . |[gp(w) et M(A) de la norme || . ||1r(,). Nous le noterons
alors Tﬁ‘jg\ (P (w) — LP(u).

Définition 1.63. Soient w = (wy), € Ry une suite de poids, u une mesure positive et
finie sur [0, 1], A = (An), une suite satisfaisant la condition de Miintz et p € [1,4+00). Nous
introduisons la suite (D¥**(y,p)), de moments généralisés de y, définie pour n € Z de la
maniere suivante :

1 1 pil %
DY, p) = </ wp, Pt <Zwk”t)"“> du) .
[0,1) kez

Cette suite dépend de w, u, A, p, et elle prend (a priori) ses valeurs dans Ry U {4o00}. Nous
allons voir que cette suite est liée de tres pres aux nombres d’approximation du plongement
Tlﬁf\ dont on a parlé précédemment.
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Avant toute chose, nous pouvons signaler que 'on a

_1
DM, p) = ([ | Lo uywn *

en regardant uniquement le terme k = n de la somme qui définit les moments généralisés.
La propriété suivante apporte plus de précisions sur cette inégalité, et elle jouera un role clef
dans la suite :

Proposition 1.64. Soit p € [1,+00). Supposons que (D2 (1, p))n est une suite bornée de
nombres réels. Alors on a pour tout b € cyg,
1

. oA N
H;:ant* Lo () < (%Ibnw(pn (1,p)) wn)”.

Démonstration. Pour p = 1 le résultat est évident. Supposons maintenant que p > 1. Pour
tout t € [0,1) et n € N, on a

1 1

=7, An 7, An
bt = bywg? tF X wy Y

en appliquant 'inégalité de Holder on obtient :

’ Z bnt/\"

Et finalement on trouve

An
/[0’1) ‘ ant

1
7

1 1 _1
< (bl )" (Y wg e
n

k

P _1 _1 p—1
i< [ Sl o (S )
[0,1) k

= bulPwn (D (1, )"

La Proposition 1.64 nous suggere de définir I'opérateur suivant :

Définition 1.65. Soient p € MT([0,1]), w = (wy,), une suite de poids positifs, A une suite
strictement croissante et p € [1,+00). Si (D¥A(u,p)), est une suite bornée (de nombres
réels) on peut définir 'opérateur suivant :

poa [ P — L)
wp b — Y, buttn.

D’apres la proposition 1.64, 'opérateur T;”,bA est borné et il satisfait

TN < sup Dy (. p).-
n

De plus, pour des raisons techniques, nous introduisons la notation suivante : pour une suite
bornée (uy ), dans Ry, on définit (u}y)n le réarrangement décroissant de (uy,), par :

uy = ,aixréfz sup{un,n & A}. (1.8)
|A|=N

. .
On a th uy = limsup uy,.
—rtoo [n|—+o0o

Maintenant, on peut établir le principal résultat de cette partie.

Théoréeme 1.66. Si (D;’j’A(,u,p))n est une suite bornée de réels, alors on a une majoration
des nombres d’approrimation de T;;‘j}f\ : pour tout N € N,

w A *
an1 (TN < (DN (mp) "
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Démonstration. Soit N € N et A une partie finie de Z de cardinal N. On définit 'opérateur
R, de rang N, par

olt y, € LP(u) est le mondme défini par y,(t) = t* et e est la n-ieme forme linéaire
coordonnée sur ¢?(w), définie par e’ (b) = b,. On a

Fixons un élément b € ¢P(w) ; en appliquant la Proposition 1.64 on obtient :
- H S bt
ng¢A

On obtient le résultat en prenant la borne inférieure parmi les parties A C Z satisfaisant
|A| = N, d’apres la Définition 1.65. O

ave (D) < || Tt = Rl = |15 = 3 (@ ei)
neA

HTWA > en(b)yn < sup DA (1, p) 1] oo () -
—~ LP(pn)  ngA

Remarque 1.67. On peut interpréter le résultat précédent avec l'opérateur diagonal D

défini par :
’ D00 =
’ (bn)n = (anlf’A(u,p))n-

Il agit sur la base canonique de /P(w) et ses entrées diagonales sont les nombres DY (u, p).
Si la suite (D®**(p,p))n est bornée, alors T;jj%,’\ et D sont bornés, et on a

Vb € P (w), T2 o) < 1DO)]ler w)-

Cette majoration entraine an1(7),’; A) < an11(D), et les nombres d’approximation de D

sont les termes (D®**(u,p)), réarrangés de maniere décroissante.
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Chapitre 2

Espaces de Muntz lacunaires

Sommaire
2.1 Le plongement 7} de la base canonique de (w(p)) . . .. ... 42
2.1.1 Estimation de ||T;'|| quand (An + 1/p)n est lacunaire . . . . . . . 42
2.1.2  Estimation asymptotique de ||7;||, quand p — 400 . . . . . . . . 47
2.2 Ensembles lacunaires avec un grand indice . . .. ... ... .. 52
2.2.1 Quand M, est (14 ¢)-isométrique & €% . . . . . . ... ... ... 53
2.2.2 Quand MY est (1 + ¢)-isométrique & ¢7, avec p € (1,400) . ... 57
2.2.3 Quand M est (1 + ¢)-isométrique dc. . . . . . . .. ... ... 60

Dans ce chapitre, nous revisitons les théorémes de Gurariy-Macaev (Th. 1.25 et 1.26) pour
obtenir des constantes d’équivalence de normes plus explicites, et surtout plus proche de 1.
Nous rappelons qu’une suite (uy,)nez est lacunaire (au sens de Hadamard) s’il existe r > 1
tel que

Vn €Z, Upt1 > TUp.

Nous dirons dans ce cas que (uy,), est r-lacunaire. Parfois nous noterons r, l’indice de

lacunarité de u, défini par
Un+1

7. = inf
neEZ Uy

Nous dirons que u est sous-géométrique si il existe M € R, tel que u,41 < Mu, pour tout
n € Z. Au contraire, u sera dite super-lacunaire si elle satisfait

lim Un+1 = 400
|n]—4oc0  Up

Certains résultats principaux de ce chapitre apparaissent dans [25] et [26] et ont été
obtenus en collaboration avec P. Lefévre.
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2.1 Le plongement T de la base canonique de (*(w(p))

Dans toute cette partie, p sera un nombre (fini) dans Uintervalle [1, +00). Nous allons
redémontrer la majoration du théoréme de Gurariy-Macaev avec une nouvelle méthode, afin
d’avoir des estimations plus explicites que celles de la preuve originale.

2.1.1 Estimation de || quand (), +1/p), est lacunaire

Définition 2.1. Pour b = (b,), € coo, on définit le polyndéme de Miintz suivant :
= Z bnyn,
n

olt Y, € M(A) est le monéme défini par y,, (t) = t*~.

L’application T : cog — M(A) est linéaire et elle satisfait 7" (e,) = yn, oll e, est le
n-ieme vecteur de la base canonique de ¢? et cy. Comme on a ||y, = (pAn + 1)~/ nous
sommes amenés a définir la suite de poids suivante :

Définition 2.2. Pour p € [1,400) et A = (A\y)n C (f%,Jroo) une suite strictement crois-
sante. On définit la suite de poids w(p) = (wy,(p))nez, par

Vn € Z, wn(p) = (pAn + 1)71
Avec ces notations, on obtient alors pour tout n € Z :

1
1T (en)lly = £ Iy = (PAn +1)77 = wa(p)? = llenller(uip))-

Si (An + 1/p), est lacunaire, d’apres le théoreme de Gurariy-Macaev 1.25 il existe deux
constantes C1,Co € R telles que :

Vb € coo, Chlbllerwipy) < IT(B)]lp < Collbllen(wp))»

donc T se prolonge en un isomorphisme que nous noterons Tzf\ défini par :

o, [ W) — A
P b — ZnGZ bnyn’

L’opérateur T} réalise une isométrie sur la base canonique de £7(w(p)).

Remarque 2.3. L’opérateur T est de norme 1. En effet, pour b € ¢y on a

1
1Tl = [ |3 bt fat
0 n
<Z|bn‘71
T An+1

= 1Bl 1 (w(1))5

et comme cop est dense dans ¢!(w(1)) on obtient | T{|| < 1. Ce résultat ne requiert pas
d’hypothese de lacunarité de la suite (A, + 1),.

Pour traiter le cas p > 1, on introduit une suite de nombres qui dépendent de A.

Définition 2.4. Soit p € [1,+00) et A = (Ay)nez C (f%, +00). On définit la suite suivante :

Dy (p) = (/1(;0& 1 (DA + 1)%t“)p_ldt>%
keZ

(/[01 ngp dm) ;

ot les (gn)n sont les monomes normalisés définis par g, (t) = (pA, + 1)%79".
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Il s’agit de la méme suite que dans la Définition 1.63 en considérant le cas particulier des
poids w(p) = (wn(p))n = ((pAn +1)71) et de la mesure de Lebesgue A. On a alors :

Dy (p) = Dy (A, p).

Comme la mesure p = X sera fixée dans cette partie, et que la suite de poids w(p) ne dépend
que de p et A, on peut alléger la notation générale des moments généralisés. Cette suite est
tres utile grace au lemme suivant, qui est une reformulation de la Proposition 1.64 :

Lemme 2.5. Soit p € [1,4+00). Si (D2(p)),, est une suite bornée, on a

|an P ¥
< (X o bawr)”

neZ

Ya € cy, H E ant
nez P

Démonstration. Soit w(p) = (wn(p)), la suite de poids définie par w,(p) = (pA, + 1)1
pour n € Z. Comme on a D,l{’(p)’A()\,p) = DX (p) pour tout n € Z, la Proposition 1.64 donne
directement le résultat. O

Nous pouvons maintenant estimer la norme de Tzf\ grace aux nombres D2 (p).

Proposition 2.6. Soitp € [2,+00). Pour toute suite A telle que (A, +1/p)y, est r-lacunaire,
on a Uestimation suivante :

2p) 71\
I < (14 280TT) 7
rekr-1 — 1]

Démonstration. D’apres le Lemme 2.5, on a
b € con, T2 0)p < (59 D 0)) Wl

1l suffit donc d’estimer les D2 (p). Nous noterons ¢, = (pA, + 1) pour alléger les écritures.
Comme p — 1 > 1, Iinégalité triangulaire donne :

Dh(p)” = (/1 (Z:gk)p_lgndt)”lj
0 k

< Z gkl o1 (g, at)
k

1

1 1
L 0

Pour n,k € N, on a

11 1 1
o 7

1 1 el » o p D
v [ Pt -Dhe gy — In 9k _ %
q"qk/o Mt(p—Da+1 T G
p P

A n fixé, nous allons estimer la somme sur k de ces termes en gardant simplement le nombre
du dénominateur qui est asymptotiquement le plus grand (c’est une technique trés courante
pour étudier les suites lacunaires). Rappelons que la suite (g;); est r-lacunaire, on obtient
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donc pour tout n € N :

n—-1 q%q? p—1 +o0 q;q? p—1
Ayp _dnfy _Unf
por's 5 () vie 3 ()
p

IA
™
=
g

=
N—
k]
_|_
H
+
M+
=
s
N
=
| ‘3
N—
T

k=—o0 n k=n-+1 qk
n—1 “+ o0
1 \n—k 1 1 k—n
<l4prt Y (T) +(p)7 T )
he—oo TP k=n-+1 rre-1)
1
2pp-T
<1+ —F—,
rep-1) — 1

car p > p’. D’apres le Lemme 2.5 on obtient ainsi

1
2pp—1 2

1T < sup D) < (14 ———)7.
n ree-0 — 1

O

En particulier, ce résultat garantit que la norme de Tzﬁx est proche de 1 si (A, + 1/p) est
r-lacunaire et r est grand. C’est ce qui nous intéressera particulierement dans la deuxieme
partie de ce chapitre.

Remarque 2.7. Cette méthode permettrait aussi d’obtenir une borne de ||TI§XH pour p €
(1,2). Comme p — 1 < 1, on peut appliquer 'inégalité || . ||go < || . ||o-1 & la suite (gr(t))r
pour tout ¢ € [0,1), et on obtient :

A ! p—1 1 . qé q,?
Dn(p)”:/ (Do) dtﬁZ/ gugl =3 Atk
0 k & 0 . — 7/
p p
et la suite se déroule sans surprise supplémentaire pour obtenir :

1
2p ?
|TpA||S<1+ T ) :

reo —1

Mais le probleme c’est que cette borne n’est pas tres précise lorsque p est proche de 1 :
Iexpression de droite tend vers +oo quand p — 1 et r est fixé, alors que 1’on a toujours
[lJall1 = 1, et sans méme supposer que A est lacunaire (voir la Remarque 2.3). Pour le plaisir
de l'analyse, nous allons raffiner ce résultat avec un théoreme d’interpolation.

L’interpolation de Riesz-Thorin peut sembler une bonne idée mais elle ne s’applique
pas sur ce probléme : les opérateurs Té\ sont définis sur des espaces £ (w(p)), et le poids
w(p) = (wn(p))n = ((p)\n—l—l)_l)n dépend de p. Méme les versions “4 poids” de la littérature
ne semblent pas répondre a ce probleme.

Théoreme 2.8. Soient r > 1, pg < p1 € [1,400) et p € [po,p1]. On suppose qu’il existe
deux constantes My, My € Ry telles que :

(a) pour toute suite ¥ = (), satisfaisant (Y, + 1/po)n est r-lacunaire, on a

1T < Mo

(b) pour toute suite ® = (py,), satisfaisant (¢n, + 1/p1)n est r-lacunaire, on a

1T || < M.
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Alors pour toute suite A = (A,)y, telle que (A, + 1/p),, est r-lacunaire, on a
1T < My~" MY,

1-6 %)

Po p1

ou 6 € [0,1] est le nombre tel que % =

La preuve s’inspire de celle du théoréme de Riesz-Thorin [11, Th. 1.1.1], mais elle requiert
un argument supplémentaire qui tient compte de la décomposition de Clarkson-Erdos des
fonctions.

-1 -1
Démonstration. Soit p € (pg,p1), alors on a 6 = % € (0,1). On définit les nombres
0o ~F1

complexes suivants :

1 1—=2 n z ¢ 1 1—=2
—_— _ e =
p(z)  po P P'(z) o

z

VA
1

pour z € U, ot U = {u € C,Re(u) € (0,1)}. Soient une suite a € oo et une fonction g € L¥’

telles que ||alzr (w(p)) = [|9]lp = 1. On peut supposer sans perte de généralité que a et g sont

positives. On définit la fonction holomorphe sur U suivante :

F(z2) = Zaﬁ/

1
neZ 0

p p’

tpE M g () 7@ dt

Pour x € R, on a

1 L2 prp 2’
\Fiz)| g/ S ot () dt
0

nez
1
1 ’ L/ 1 Po ro
< (/ g(t)? dt) 70 / (ant%) dt
0 0 neZ
= | T5e (0) | w0,
d’apres l'inégalité de Holder, en posant les notations b, = aﬁ/po et ¥, = £An. La suite
Po

(¥n + 1/po)n est r—lacunaire car (A, + 1/p), l'est. D’apres 'hypothese (a), on a

bR N\
. < . < O PO
[F(i)] < T (), < MO(; 1)

ab +
:M()(Zp)\n—l—l) ’

n

= Mp.

« p
De méme, en posant ¢, = a”/P et ¢, = -\, on a :
b
b1

L L prp 2
IF(1+ i) g/ S0l £ (1) d
0

nez

1 ’ i/ 1 p1 ﬁ
< (/ g(t)? dt) " / <cht¢") dt

0 0 nez
= T, (),
< M,
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en appliquant ’hypothese (b) sur la suite ®,, = (¢, )n car (¢, + 1/p1) est r-lacunaire. On
termine la preuve d’une facon standard, et d’apres le théoreme des trois droites d’Hadamard
on obtient alors :
A 1-6 3 76
||Tp (a)] < My~ My.

O

Corollaire 2.9. Soit p € (1,2) et soit A = (\,)n une suite telle que (A, + 1/p), est

r-lacunaire. Alors on a .

4
TA<(1 )”.
1T < (17—

Démonstration. Nous appliquons le Théoreme 2.8 avec pg = 1 et p; = 2. D’apres la Re-
marque 2.3, pour tout ¥ tel que (¥, + 1), est r-lacunaire, on a ||T)Y|| < 1. D’autre part,
d’apres la Proposition 2.6, pour tout ® tel que (¢, + 1/2),, est r-lacunaire, on a

4 \3
1731 < (1 —)".

I
r2 —

0/2
Le théoreme d’interpolation donne alors la borne ||T2 < (1 + 2 1) ,oud=2/p. O

1
72—
Nous finissons cette partie avec une caractérisation de la bornitude de Tlﬁ\.

Théoréme 2.10. Soit p € [1,400). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Vopérateur TI{‘ P (w(p)) — MY est borné ;
(ii) la suite (A, +1/p), est quasi-lacunaire, ou p = 1.

Démonstration. Pour p = 1, on a toujours ||T{|| = 1 sans aucune hypothése sur A (voir
Remarque 2.3). Supposons maintenant que p > 1 et que A est une suite telle que (A, +1/p) est
quasi-lacunaire. D’apres la Proposition 1.22, la suite (A, + 1/p) est une union finie de suites
lacunaires, donc il existe K € N et des ensembles (A;)j<x C A tels que A =A; U---UAg,
et pour tout j € {1,..., K}, (A4 1/p)rca, est lacunaire. On définit les opérateurs

G [ Pem) — M}
™ b — Y batr I, (M)

K .
olt T, est la fonction indicatrice de 'ensemble A;. On a TI? = > TV, De plus pour tout
i=1
j,ona _
1T = | T || < +oe,

d’apres la Proposition 2.6 et le Corollaire 2.9. Ainsi 'opérateur Tzf\ est borné.

Pour la réciproque, supposons que la suite (g, ), = (pAn + 1), n’est pas quasi-lacunaire.
Pour un entier N € N arbitrairement grand, on considere l'extraction (Nk)iez. Elle est a
écarts bornés, donc la suite g, n’est pas lacunaire. Cela entraine

‘nf d(k+1)N
k€EZ qrN

=1.

Soit kg € Z tel que cette quantité est plus petite que 2. Pour ng = kg/N on a

Q’no-‘rN S 2(]710

Nous définissons maintenant A = {ng,...,ng+ N — 1} C Z. D’aprés I'inégalité arithmético-
géométrique on a

1
Izl = [ |30
0 "jea

1
p PA;
dt 2/ NP HtTjdt.
0 jeA
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On obtient alors
NP NP

495 > :
Z Qno-i-N 2qn0
JEA

T, (L)} >

1 N
D’autre part, ||][A||§p(w) = Z — < s Comme N est arbitrairement grand et p > 1,
jeA no

Iopérateur Tlﬁ\ n’est pas borné. O

Remarque 2.11. Dans le cas ou A = (\,), est telle que (A, + 1/p),, est quasi-lacunaire,

on obtient pour toute fonction f =" a,t* € MY,
n

S

£l S (Zna )’

L’inégalité inverse n’est en revanche possible que si (A, 4+ 1/p),, est lacunaire.

2.1.2 Estimation asymptotique de ||T[f\H, quand p — 400

Dans cette partie, nous présentons la démarche initiale que nous avions employée pour
calculer la norme 'opérateur T]j\ : il s’agit de démontrer une estimation quand p est entier
puis d’interpoler. Nous verrons aussi une application de cette démarche. On commence avec
le lemme suivant, il est calculatoire mais assez élémentaire.

Lemme 2.12. Soit p € N\ {0,1} et (my,)nez une suite r-lacunaire. Alors on a

MpMpgy =My,
sup Y pp e < L M(pyr),
np €L Ni,...,np_1€Z 1 p

ot la valeur M (p,r) est donnée par la formule

2

2p(p 1)1+ ——

r—1

P2

M(p,r) =

Démonstration. Notons d’abord que lorsque tous les indices n; sont égaux entre eux, on a

mnl--.mnp _1
P P
mn1+ +mnp

Sinon, d’apres l'inégalité arithmético-géométrique, c’est un nombre strictement plus petit
que 1. Soit n, € Z. On introduit les sous-ensembles suivants de ZP~! :

S =7 \{(np,...,np)} et Sp={(ni,...,np_1) €ZP ' 0y #mny}

pour k € {1,...,p — 1}. Comme S = J Sk, on a
k

S pline T g N p e Ty
V4 P P
(no)sczo—1 Mp, + -+ My, (n)ES Mn, + - +mnp

mnlmn2...mnp
Sl Y Dt
k=1 (n;): €S ! P

m m --.m
=l+pp-1) Y,
(ni)i€Sp—1 " '
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mnl mn2 “ee mnp

mp, +---+mp,

car par symétrie, ’expression E

(ni)i€Sk
les termes de cette derniere expression, nous commencerons par démontrer I’hypothese de
récurrence suivante pour k € {1,...,p — 3} :

ne dépend pas de k. Pour estimer

k k41,
T D D
p P — p p
Mp, +--+m r—1 Mg, + 0+ m
nk,...,np,leZ Tk "p nk+1,..‘,np71€Z k1 "p
Np_17#Np Np_17#Np

Nous calculons la somme sur les deux premieres variables ny et ng41, en considérant que les
variables ny42,...,np—1 sont fixées :

N, Mk41 n np
Ko
k +o0 k+1 k
mnk m"k+1 mnk+1 mnk mnk+1
- mb 4+ 4+ md + mb 4+ -4+ mbd + mb 4+ -4+ mb
Ng41,Mk Mk p Ngpgp1=0 'k p Ngt1,Mk Nk np
N <Ngt1 NEp>Ng41
k+1 k k
mnk+1 + Z (mnkmnkJA + mnk+1mnk)
- mh, ., 4+ mh
Nk+1 P

2 k+1
(1 + r— 1>m""‘+1
D

p
mnk+1 + .- _|_mnp

<2

Mk+1

)

car la suite (my,), étant r-lacunaire, on a d’une part

ngt1—1 1
k k+1
55 ot < (i,
NE=—00
ainsi que
nk+1—1
E:mkm <;mk+1<imk+l

nE''‘Mek+1 — r}g_l Ng4+1 — r—1 MNk+1

NE=—00

Alors la formule de récurrence est bien démontrée. Pour k£ = p — 2, on peut encore appliquer
la formule de récurrence en faisant attention de ne pas compter le terme diagonal n,_; = n,.
On obtient donc :

— o p—1
Y Ml (g 2Ty
mh, + - +mh r—1 mh,_, +mhp,

np

ni,...,np_1€Z np-1=0
Np_17#Np np_17#np
< (1 2 \p—2 2
+71)
- r—1 r—1"

en appliquant la méme technique que dans la preuve de la formule de récurrence mais sans
le terme “diagonal”, et la preuve du lemme est terminée. O

Proposition 2.13. Soitp € N avec p > 2 et soit A = (\y)nez une suite telle que (A, +1/p)y,
est r-lacunaire. Alors on a

1
1\%
Va € coo, H Zant'\” ) < (1 + M(ﬁﬂ“’”)) llaller ()

ou M(p,?"%) est définie comme dans le Lemme 2.12.
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Démonstration. Comme p est entier, nous allons estimer la norme du polynéme >on ant™

en développant la puissance p. Pour j € Z nous noterons m; = (pA; + 1) On a

/’Z“ £ / ST am ] lan, [Pt A dt
ni,..

S Mp€EZL

|an, 7 |an, 7 ' Angt-+An
S Z E(mp + a4 mp )mnl...mnp 7 P,
mn1 0

n
Ni,...,np€EZL P

d’apres l'inégalité scalaire

|a ‘ |a ’H anJ m coem <Z|a’ﬂj‘p) em .
ni np ni Wp = mn] np

En utilisant la symétrie des expressions, puis en calculant 'intégrale on obtient :

p
P < |an, | Any et A, 1 +Any g
CI,nt =~ m Mpy - mnp t P t
n P ~ PAn, T [0,1]
z ol S
- b . p
PAn, +1 i M, + + M,

mnl...mn
<lla su e
< lallercuon sup 3 P

N1, Mp—1

La suite (my,), est 77 -lacunaire par hypothese, donc le Lemme 2.12 entraine :

2 _
2p(p — 1)(1 + 1/177]_)1) 2 %
1T < {1+ e :
ri/p —1

Corollaire 2.14. Soit p € [1,+00) et A tel que (A, + %)n est r-lacunaire. Alors on a

0/q
1T < (1+M(g,ri))
/

ot g =[p]+1 et@zj%e((),l).

Démonstration. D’aprés la Remarque 2.3, pour toute suite ¥ = (¢,,), telle que (¢, + 1),
est r-lacunaire, on a ||7)Y| < 1. D’autre part d’apres la Proposition 2.13 pour toute suite
O = (¢, )n telle que (¢, + 1/q)p est r-lacunaire, on a
1.4
1T < (1 + M(g,ro)) .
D’aprés le Théoreme d’interpolation 2.8 on obtient la borne voulue pour ||Té\|| car pour

_ 1_1-60 , 0.
0= ,,onablenp— T —|—q O

Remarque 2.15. Avec la borne donnée par le Corollaire 2.14, on peut aussi obtenir les
estimations du Théoreme 2.25 si A est r-lacunaire et r est grand. De plus, en comparant les
quantités :

1
v

2 ( 1) 2 q—2 6/a 2( /)%1
(1D 2)7) (e 20T
g a PO — 1

re —1 ra—1

ot ¢ = [p] + 1, on remarque que l'expression de gauche a un meilleur comportement quand
p — 400 et r est fixé. C’est cette propriété que nous allons mettre en valeur dans le prochain
théoreme, comme application du Corollaire 2.14.

49



Si une suite A satisfait le critere de Miintz dans LP et dans LY avec p # ¢, alors A n’a que
400 comme valeur d’adhérence d’apres le Théoreme 2.10. Pour cette raison, les prochains
résultats seront formulés uniquement pour des suites de la forme A = (\,,),>0 strictement
croissantes. On s’intéresse au comportement de la norme de Tzf\ quand p — +o0.

Théoréme 2.16. Soit A = (\,)nen une suite strictement croissante.

1) Si A est quasi-lacunaire, alors il existe une constante Cy € Ry telle que :
Vp € [1,+00), [T < Cap.

2) Si A est sous-géométrique, alors il existe une constante Cy € Ry telle que :
p € [1,+00), [T, = Cup.

Démonstration. Soit A une suite quasi-lacunaire, d’apres la Proposition 1.22 on peut I’écrire
comme 'union de K ensembles lacunaires A = A; U---UAg. Comme on a Tz{\ = Z]K=1 Tlf\ 7
le Corollaire 2.14, nous donne ’estimation

8
q

IT ) < K max [T < K(1+ M(g,re)) "
J

ot 7 est le plus petit indice de lacunarité des suites (A 4+ 1/q)xea,. Nous allons maintenant
estimer cette derniere quantité : grace a I'inégalité de convexité exp(u) — 1 > u, on a d’une
part
1 q
rl/a —1 = logr’

et on obtient :

1< (i B D2y

1
ra—1 ra—1

() ()
- ‘logr logr

3p
p—+oo logr

Nous allons désormais démontrer le point 2). Supposons que A est sous-géométrique et

notons M = sup ’\:\L“ - Soit p € [1,+00) grand, et soit ¢ = [p] + 1 € N, on consideére la suite
n

finie b = Iy ,3. On a d'une part :

1

() 4 1 ) q+1 5
e (5 ) = G o1
15 ler oom jz::op/\jJrl = \po+1

quand p — +o00. D’autre part I'inégalité arithmético-géométrique nous donne :

oo, = ([ [y [fa)*
o 3
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Comme A est sous-géométrique on a
Ao M4

q q
1+Z%§1+AOZMJ§1+M_1-
=0

Jj=0

On obtient finalement :

1
1 ! p
Aoy, > -4 — -~ ~
|| p (b )Hp - M% qu_’_ ]\4/\31 p—+oo M

Donc pour p assez grand, TTﬁ\ satisfait ||TZ§\|| > MZ:— T et on obtient le point 2).
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2.2 Ensembles lacunaires avec un grand indice

Dans cette partie, nous allons raffiner la majoration et la minoration du théoréeme de
Gurariy-Macaev dans M¥ lorsque A est lacunaire et r est suffisamment grand. Nous em-
ployons trois différentes méthodes pour traiter les cas p =1, p € (1,+00) et p = +00. Nous
définissons tout d’abord les notions suivantes pour des familles de vecteurs :

Définition 2.17. Soient X,Y deux espaces de Banach et © = (z,), € X,y = (yn) € Y
deux suites de vecteurs. Définissons les espaces S, et S, suivants :

Sy = Adh(Span{z,,n € N}, || . [|x) et S, =Adh(Span{y,,n € N}, | . |v).
Pour € > 0, nous dirons que les suites (z,,)n et (yn)n sont (1 + €)-isométriques si il existe
un opérateur T : S, — Sy, tel que
(a) T est borné et inversible;
(b) pour tout n € Z, on a T'(zy) = yn ;
© 1Tl =1, IT7H = L, et [T NT7H < (1 +e).
Si (n)n €t (Yn)n sont (1 4 €)-isométriques, alors la distance entre Banach-Mazur entre S,

et S, est inférieure & (1 + ¢). Pour m € N, on définit les suite tronquées z(™ = (sc%m))nez

et y(m) = (y,(L ))nez de la fagon suivante : pour n € Z, on pose

m)_ | an si [n| >m m) _ | ¥n sin| >m
Tn { 0 sinon et Yn 0 sinon.

Nous dirons que (z,,)n et (yn)n sont presque isométriques si pour tout 6 > 0, il existe m € N
tel que (™ et y(™ sont (1 + §)-isométriques.

Exemple 2.18. Si une suite (z,,)n, € X est (1 4 ¢)-isométrique a la base canonique de 7,
alors il existe A € (0,1] et B € [1,+00) tels que :
+oo %
<o 3 )
b's

+o0o % +oo
Ya € cop, A( Z |an|p> < Z anTn
n=-—oo

n=—oo n=—oo

et B/A < 1+ . La suite (z,), est presque isométrique & la base canonique de ¢ si et
seulement si il existe une suite (enx)n>0 € Ry qui tend vers 0 quand N — +oo telle que
pour toute suite a = (ay)nez € Coo, ON a

1—8]\/ < Z an|p>
[n|>N

De méme si une suite (y,,) € Y est (1+¢)-isométrique & la base sommante de ¢ alors il existe
A" €(0,1] et B’ € [1,+00) tels que :

N

. an

n—=—oo

§ AnTn

[n|=N

1
P
(1+4+en) ( E an|p>

[n|=N

N

> a

n=—oo

Z bnyn

n—=—oo

)

Ya € cpo, A’ sup < B'sup
N N

et B'/A’ <1+ e. La suite (y,), est presque isométrique a la base sommante (f,), de ¢ si
et seulement si il existe une suite () € Ry qui tend vers 0 telle que : pour toute suite
a = (ap)nez € oo, ON 2

Z an fn

[n|=N

Z an fn

nI>N

(1—en) <(1+en)

Z an yn

InI>N

£° {0

q
n=p

H Z @nfn ¢

[n|=2N

En posant A7 = an pour p < q € ZU{—o00,+00}, on a l'expression suivante :

zmax{ sup A_007 sup AZ N—|—Ak}
e k<—-N k>N
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2.2.1 Quand M, est (1 + ¢)-isométrique a ¢!

Nous commencons par la preuve du cas p = 1. Elle est inspirée de la technique de V.
Gurariy et V. Macaev de 1966, et un peu plus facile.

Théoréme 2.19. Soit w(1) = (w, (1)), = (A + 1)L, Alors pour tout € € (0,1), il existe
re > 1 avec la propriété suivante :
Pour toute suite A = (\,)n telle que (A, + 1), est au moins r.-lacunaire, on a

Vb€ coo, (1 —&)|bllerwyy < ITEO) 1 < 1Bller i)

ot T est lopérateur de la Définition 2.2.
4N 2

Remarque 2.20. L’indice r. =1+ (7) convient pour garantir 2.19.
€

Démonstration. Soit r > r. comme dans la remarque et A une suite telle que (A, + 1), est
r-lacunaire. Soit b = (b, )n € coo. Comme on I’a déja remarqué précédemment, la majoration

est triviale :
1Tl = [ S
o5

‘ b, |
SE |b</ t%dt=§ b;
j ]| 071] j )\j+1

= [1blle2 (w (1))

dt

Pour la minoration, on définit les intervalles I, = (g, Sk) avec :

NG 1

w1 o = eplmr s

).

oy, = exp(—

Comme la fonction ¢ —» exp(—1) est une bijection croissante de Ry vers (0, 1), et comme la
suite (A, + 1), est r-lacunaire, on a pour tout k € Z :

0< <o <P Capyr1 <Prp1 <--- <1

et donc les intervalles Iy, sont disjoints. On procede a un découpage de (0,1) :
+o0o 1 +oo
bithi|| = / ’ bithi
| X v =[] X
j=—00

+ooj:700 +o00
=Y /1 7 bttt

k=—oc0 Y 'k  j=—o0

+oo
> |bk|/ et — ( > |bj|/ twt>
k=—o00 I Iy,

J,kEZ
J7Fk

Et maintenant grace au bon choix des intervalles Iy, et comme 7 est suffisamment grand, on

b
va montrer que cette derniere quantité est trés proche de E )\‘7]_7}1
k
k

dt

dt

- D’une part, on a pour

tout k € N :

1
tMedt =
/jk A+ 1
1

v

Y



2
d’apres la convexité de la fonction u — exp(—u), et d’apres exp(—u) < % Comme 1 > (E) ,

on a l'inégalité voulue : en sommant sur les k’s, on obtient :
> |bk|/ £ dt > {[B]| g1 uo 1))(1 - *)
keZ

D’autre part pour j # k on a

. 1 X1 A+l
t)\jdt: ( —ad )
/Ik A+ 1 k
1

A1 A+l
= (6 \lfAkJrl — 7\/7>‘k+1)
)\j +1

On traite d’abord le cas j > k. En appliquant exp(—t) < % et en utilisant que la suite
(An + 1), est r-lacunaire, on obtient :

- Aj+1
< Z s |/ tAJdt) Z,\ Z ( 1 *fx,ﬁl)
J,kEL +1 4
i>k
= 1 A+t
< ”bHZl(wu))Sup Z e VATl
2 p=co
j—1
Ak+1

< ||bHel(w(1))SHP Z \[

IN

_ T
[1Blle1 (1) Z ys
k=—o0

< [16]le (w(1)) VT
- r—1

IN

13
1611 (w(1)) h

On traite maintenant les termes j < k. Cette fois, on va utiliser une estimation intégrale de
Aj+1 Aj+1

% —a;’ " . Le calcul commence comme dans le cas précédent :
too i1 Xi41
12 —
( E |b ‘/ t)‘]dt> E )\ E (6 Vr AR FL fAk+1)
J,k€Z JEL it k J+1
<k

+0 f)\ +1 Aj+1

<

_Hb||z1(w(1))51jlp Z/ PP RS W L
k= ]+1

1Bl (w(ay) sup Z

J k=j+1

< 101l e (e (1)) VT
- r—1

IA

IA
™

161 21 (w(1)) =

q;
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On obtient finalement :

+oo
H > bt

j=—o0

+oo
> Yy |bk\/ edt— (Y |bj|/ N dt
! k=—oc0 I I

J,kEL
#k
13 g
> (166t (1 _c 27>
> 10l 2 (w) 5~ 27
= [Ibll¢1 (w(1y) (1 =€)

Avec les notations du théoreme original de Gurariy-Macaev, on a

Corollaire 2.21. Soit € € (0,1). Alors il existe r. > 1 tel que pour toute suite A telle que
An

t
(A + 1)y, est rl-lacunaire, la famille normalisée (7”16/\ ” ) € My est (1+¢)-isométrique a
n 1 n

la base canonique de £* (voir la Définition 2.17).

Démonstration. Notons (€,)nez €t (gn)nez € M, la famille normalisée définie par g, (t) =
(An + 1)t*. On définit S : ¢! — M} par S(a) = 3, ., angn pour tout a = (an), € (.
L’application I : £* — ¢1(w(1)) définie par I1(a) = (anw,(1)~1), est une isométrie. Comme
w, (1)~ =\, + 1 pour tout n € Z, on a S = T}{ o I;. Soit £ > 0, d’apres le Théoreme 2.19
si (An + 1), est au moins 7. /5-lacunaire alors S satisfait :

Vael!, (1-¢/2)]alle <[IS(a)ll < llafle,

donc ||S]| < 1et [|[S7 <

1—5—:/2S(1+5)' O
Remarque 2.22. Dans la preuve du Théoreme 2.19, on se base sur la méme méthode que
V. Gurariy et V. Macaev dans leur preuve originale du Théoreme 1.26, il s’agit de déterminer
des intervalles disjoints (1), C (0,1) sur lesquels se concentrent les fonctions (t** ) gréce
a la lacunarité de (A, + 1/p),. La preuve du théoreme de Gurariy-Macaev requiert un
argument supplémentaire pour la minoration si I'indice de lacunarité n’est pas assez grand.
Nous avons illustré ce phénomene pour pouvoir visualiser les intervalles I}.

FIGURE 2.1 — Fonctions (x4 1)t*, p € {9,99,999}.

Le méme phénomene de concentration se produit du coté gauche pour les fonctions (p+ 1)t
quand p est proche de -1.
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Lemme 2.23. Soient \,\' € (—1,400) avec X\ # X. On note gx,g5 € M} les monomes
normalisés définis par ga(t) = (A + 1)t* et ga () = (N + 1)tY. Alors on a
1

1_77
(%

_orlya
lgx —gnllh = 2(5)
N+1
A1
Démonstration. Comme la fonction o — 2(§)ﬁ |1 — 1] est invariante en remplagant o par

é, on peut supposer que A’ > . Alors on a

ot « est le rapport o =

(N +1)

(A+1)

1 /
A1
:/ 1 — au>+t 1)’du
0

1
= / 1- aua_l)‘du,
0

en faisant le changement de variable u = t**1. La fonction u — (1 — au®~1) change une fois

1
[+ Dt =V + D)t ||, = / 1-— t’\/_’\‘()\ + 1)trdt
0

1
de signe au point b = (é) =1 et on a donc :

b 1
llgx — gnllx = / (1 - ou*")du +/ (au*~' —1)du
0 b

— (-4 - (7 - )

=2b(1—b*"1)
1, -+ 1
=2(—)>"(1—-—).
G-
O
Théoreme 2.24. Les assertions suivantes sont équivalentes :
A 1
(i) La suite A satisfait ‘n|li>n_1~_Oo % = +00;
thn
(i) La famille (W) € L' est presque isométrique & la base canonique de £*.
n 1 n

Démonstration. Supposons que A satisfait la condition (7). Fixons ¢ > 0 et considérons le
nombre rj§ > 1 donné par le Corollaire 2.21. D’apres (4), il existe m € N tel que

Ang1+1>715(M + 1),

pour tout n € Z tel que |n| > m. Nous définissons désormais la suite (1,,), par : ¥y = Ao,
U = Apgm €t Y_p = Ay pour n > 0. Alors la suite (¢, + 1), est au moins 7"('5 lacunaire
et d’apres le Corollaire 2.21, la famille tronquée ((wn + 1)tw”)n € L' est (1+§)-isométrique
3 la base canonique de ¢! qui est elle méme isométrique a la base canonique tronquée, donc
on obtient (7).

Réciproquement, soit A une suite telle que la famille (()\n + 1)t’\")n est presque isométrique
a la base canonique de ¢!. Alors pour tout € € (0,1), il existe m € N, tel que pour tout n
satisfaisant |n| > m on a

|| > ——| oo =201 - 2)
gn In+1il1 = 1+€ €n En+t1ller 2 €).
D’apres le Lemme 2.23, on a :
A +1
n— gnt1l L 2(1 — ———),
lgn = gnsall < 2(1 = $7=-27)
An 1 1
et on obtient donc Antrt1 > —. O
An+1 €
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2.2.2 Quand M} est (1 + ¢)-isométrique a (*, avec p € (1, +o0)
Nous allons maintenant utiliser les résultats du début du chapitre afin d’étendre le

Théoréme 2.19 au cas p € (1, +00).

Théoréme 2.25. Soit p € (1,+00) et w(p) = (wn(p))n la suite de poids définie pour n € Z
par w,(p) = (pAn + 1)L, Pour tout ¢ € (0,1), il existe un indice r. > 1 avec la propriété
suivante :

Pour toute suite A telle que (A, + 1/p), est au moins re-lacunaire, on a :

Va e P(w), (1-e)llallewey) < 175 @)ly < (1+8)llallerwm))-

4q\ a(a—1)
Remarque 2.26. La preuve du Théoréme 2.25 montre que l'indice r. = (1 + —q)

€
avec ¢ = max{p,p'}, est suffisamment grand pour obtenir la conclusion.

4q\ a(a—1)
Démonstration. Soit ¢ = max{p,p’'} > 2 et r. = (1 + —q) . On fixe une suite a € cyg
€

telle que ||al s (w(p)) = 1. Sip > 2, on a ¢ = p et la Proposition 2.6 entraine :

A 2(p)7T \ e\ €
I < (1+ =) < (1+5) 7 <1+3,
,r.p(p—l)_l 2 2

£

d’apres le choix de r.. Si p < 2 c’est le Corollaire 2.9 qui nous donne :
1

4 o e\ 7 €
) §(1+—) <1+,
) 2 2

1T < (1+

1
2

car g(g—1) > 2 et ¢ > 2. Dans tous les cas, on obtient la majoration. Nous allons maintenant
démontrer la minoration grace & la majoration de ||T,/|| et un argument de dualité, pour
une suite ¥ bien choisie. Soit b € cyg telle que

bal” \3
ol o = (2 o57) " =

n

/

Soit ¥ = (¢,,), la suite définie par 1, = % =(p—-—1A.Ona:

1
174 (a). T (b) 11 :/ ‘Zanbkt%“f)—”“ dt
0 n,k
“+o0
Anbn |an|- bk
> | -
B n;mmn+ 1 n%z At (=D +1
lé;én
|an|.|b|

*

avec la notation (gn)n = (pPAn + 1) = (wn(p) 1)y Comme (¢(w(p)))” = 0 (w(p)), on a

sup {’ Z anbpwn(p)

On va majorer le second terme. Pour tous n, k, 'inégalité de Young donne :

be Bep’(w(p))} = llaller(wipy) = 1.

L
7

1 1
o X g qf)

1 1 / 1 L]
< (lanPwn(e) + Ik wi(p)) < ataf

|anbi| = [anwn(p)¥ bywy (p)
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En sommant sur les n et les £ on obtient :

15
Ianl |bk Ianl wy(p qnq,c |bk|p wk @ qf)
el <5 thdly 45 A
k Z — z keZ keZ 7z T
Y P "C kin p nik p 1D
L4
qn qk an 4y
H 2o ey SHPZ I | Gk ” ”ev (w(p)) SUPZ Tn Gk
keZ ~ - nezZ ~_ ,
k#n D p n#£k P D
1L 11
1 a5 qy 1 g
B DOk e = DB e
Prjag—+— P kg +
k#n D D n#k D p
car |laller(uwp)) = 1bller’ (w(py) = 1. Comme la suite (gn)n est re-lacunaire, et en gardant
uniquement les plus grands termes du dénominateur, on obtient pour tout n € N :
1 1 101 1 1
p .7 n-l % foo b7
qn qy, <p Z qn 4} +p/ Z dn 4,
Adn qk q qk
kez — t = k=—0co 1" k=n+1
k#n D p
n—1 q 1 400 q 1
o 5 @) ()
- n [— dk
n—1 1 1 +0o0 1 1
p’ / P
k=—oco '& k=n+1 '€
/
<24+ 7
rd —1 r? -1
2
<<z,
rd —1
1 1
an qk €
grace au choix de r.. Par le méme calcul, on obtient sup Z 7(] 3 d’olton a :
k neN T 3
n#£k P p

9
W€ By ITN@TY®) = |3 anbuwon(p)] - 5-

D’autre part, comme p'y,, = pA, pour tout n, la suite (v, + 1/p’), est aussi une suite
re-lacunaire. D’apres la majoration de ||TI;I,’ || donnée par le début de la preuve, on a :

1
7

Y
ITE®lly < (1+ Z)(Z,'%'H)

:(1+;)(zn:p|/\b il)j

€
— (14 2).
(1+3)
D’apres I'inégalité de Holder, on obtient :
€
IT*@TY @)1 < ITX@lp T B) b < (14 2)IT @)

En prenant la borne supérieure parmi les suites b € Bep/(w(p)), on obtient finalement, pour
tout A au moins r.—lacunaire, pour toute suite a dans la sphere unité de /7 (w(p)),

75/2

(1,€)< T5e2 =

<T@, < (1 +¢)-
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O

La preuve de ce résultat suit un autre schéma que celle de Gurariy et Macaev : la
minoration repose sur une bonne majoration et un argument de dualité. Nous avons trouvé
cette démarche plus élégante et plus adaptée au cas p € (1, +00).

Corollaire 2.27. Soite € (0,1) et p € (1,400). Alors il existe rL tel que pour toute suite A

telle que (A, +1/p)yn estrl-lacunaire, la famille normalisée ( est (1+¢)-isométrique

thn )
||t>‘”||p n
(voir la Définition 2.17) a la base canonique de ¢P.

Démonstration. Notons (ep)nez €t (gn)nez la famille normalisée g, (t) = (pA, + 1)%t)‘". On
définit S : €7 — MY par S(b) = 3" . bngn pour tout b € £7. L’application I, : €7 — (P (w(p))
définie par I,(b) = (bpw,(p)~'/P), est une isométrie. De plus, comme w,,(p) /P = (pA, +

1)%, on a § =T oI, Soit ¢ > 0, dapres le Théoreme 2.25 si (A, + 1/p)n est au moins
1. /3-lacunaire alors S satisfait :

Voet?, (1—g/3)[bller <[ISO)]lp < (1+e/3)[Iber-

1 3
L+e/3 <1+4e¢, et donc (g,) et (e,) sont (1 + &)-isométriques. O

Ainsi ||S||.[|S7Y < =3 S

Lemme 2.28. Soient p € (1,+00) et A\, N € (—=1/p,+00) avec A > A. On note gx(t) =

(pA+ 1)/2tr et g (t) = (pX + 1)VPtN les deuz mondmes normalisés dans My. Alors pour
tout u € (0,1), on a :

U
llgn +ugrllp > 1+ P

NA+1/p

ot « est le rapport o =
pp A+1/p

Démonstration. D’apres 'inégalité de Holder et comme ||g§71||p/ =1l,ona:
' 1
lgx + ugnllp = / (9x +ugn)gy dt
0
1
=1 +u/ gnghdt
0
Posons pose gy = (pA+ 1) et g = (pA' +1). Comme X > A, on a :

1 1 11 , 1 , O
/ gvgy dt = / ggl 1PN dt > QA/ N g = 2
0 0 0

qx
et on obtient 'inégalité voulue en posant o = . O
ax
Théoréme 2.29. Soit p € [1,400). Les assertions suivantes sont équivalentes :
; . e Ant1+1
(i) La suite A satisfait lim Anir £ 1/p =+00;
An
(#9) La suite (W> € LP est presque isométrique (voir la Définition 2.17) a la base
n p n

canonique de (7.

Démonstration. Supposons que A satisfait la condition (¢) et fixons 6 > 0 et rj > 1 le
nombre donné par le Corollaire 2.27. D’apres (i), il existe m € N tel que

At +1/p > 75N + 1/p),
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pour tout n € Z tel que [n| > m. Nous définissons la suite (¥, )n par : o = Ao, Un = Antm
et Y_,, = Ay, pour n > 0. Alors la suite (¢, +1/p),, est au moins 7§ lacunaire et d’apres

le Corollaire 2.21, la famille tronquée ((pwn + 1)%#"")” € LP est (1 + §)-isométrique a la
base canonique de P, et on obtient (i7).

Réciproquement, soit A une suite telle que la famille ((p/\n—l—l)%t)‘")n est presque isométrique
a la base canonique de ¢P. Alors pour tout € € (0,1), il existe m € N, tel que pour tout
n € Z avec |n| > m, pour tout u € (0,1), on a :

gn + ugnially < (L +e)llen + uentaller < (14 2)(1 +u”).

En appliquant cette inégalité pour u = 7 on obtient d’apres le Lemme 2.28 :

1

1+ <143

Qp

e

An 1 .
M. On obtient donc «,, > <
An+1/p 3

condition (7). O

ou «a, est le rapport «a, = , donc A satisfait la

2.2.3 Quand My est (1 + ¢)-isométrique a ¢

Pour la norme uniforme, le théoréme de Gurariy-Macaev donne une réponse différente
du cas des espaces LP : si A est lacunaire, alors la famille (y,,), € Mg définie par y,,(t) = t*»
est équivalente & la base sommante de I'espace ¢ (voir le théoreme de Gurariy-Macaev 1.26).
Avec les mémes attentes que pour le cas p = 1 et p € (1,+00), nous allons raffiner ce
théoreme lorsque 'indice de lacunarité de A est grand.

Théoréme 2.30. Soit € € (0,1). Alors il existe r. avec la propriété suivante : pour toute
suite A au moins r.-lacunaire, on a

N
Va € cgo, (1—¢) sup‘ Z an
N n=—oo

N
Ssup‘ a
LS| 2 o

<[ S
n

Démonstration. La preuve rappelle celle du théoreme de Tauber dans sa forme et dans la
démarche suivie. Soit a € ¢gg et soit r > r.. Pour alléger les expressions, nous noterons (S )
la suite des sommes partielles définies pour k € Z par

k
Skz Z Qp,.

n=—oo

De plus on notera f € Mg° la fonction définie par f(t) = >, ant™".

On commence par démontrer I'inégalité de droite. Elle est toujours vérifiée, sans hy-
pothése de lacunarité sur la suite A grace & une transformation d’Abel. Pour tout ¢ € [0, 1),
la suite (t**); est décroissante et on a donc :

+
S| Ee e
n n

k=n
k
— )Z(tkk _ t)\k+1) Z an,
kEZ n=-—o0
< ( lim #* — lim t)"““) sup | Sk
k——o0 k—-+4oco k
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On obtient donc la majoration. Pour la minoration, on fixe k € N et z € (0,1). On a :

k +oo
Sc— @) =] 3 an—at) = 3 ant
n=-—o0 n=k+1
k “+o0
<swplaal( D (1-at)+ D 2t
" n=-—o0 n=k+1

On va évaluer et minorer cette expression, pour la valeur z = z = exp(— \/Fl)w) € (0,1).
D’apres l'inégalité de convexité 1 — exp(—¢) < ¢ on obtient :

k

k A
S -a)= Y (- T

n—=—oo

oA
2 Vi

G|
Z rkfn
=—00

n—=—

IN

IN

nous donne :

0]
=
o
=8
=
o
=4
=
IV
[\
Q
=+
5
Y]
Lo
<
Qo
o
=
=
@
o)
Qo
=
R
5.
D~
o
e
=
D~
]
"
o
—~
d
S~—"
INA
o=

En utilisant sup |a,| < 2sup |Sk|, on obtient pour tout k € Z :
n k
€ €
1541 = )| < 155 — fow)| < 2oup |55l (5 + 5) = sup il

On obtient donc :
sup | f(zx)| > (1 —¢)|S]|ee.
keZ

O

Corollaire 2.31. Soit ¢ € (0,1). Alors il existe r. tel que pour toute suite A au moins
r’-lacunaire, la suite (yn)n € MFX donnée par y,(t) = t'» est (1 + €)-isométrique (voir la
Définition 2.17) a la base sommante de c.

Démonstration. Notons (fy,)nez la base sommante de c. L'opérateur So, :— Mg défini par
Soc (D, bnfn) = >, buyn est borné et inversible si A est lacunaire. Soit € > 0, d’apres le
Théoreme 2.30 si (A,),, est au moins r jp-lacunaire alors S satisfait :

Voee, (1—¢e/2)[[bllee < [1So0(b)lloo < [[blfe-

Ainsi [[S]|.[|S7H]| <

< 1+4e¢, et donc (y,) et (fyn) sont (14 ¢)-isométriques. O

1
1—¢/2
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Remarque 2.32. Intéressons nous un instant aux espaces de suites ¢ et ¢g. Dans ¢y on a
la base canonique (e, )nez définie par :

en=1(...0,0,1,0,0...),
ot 'unique 1 est sur la n-iéme entrée. Dans ¢, on définit la base sommante (fy,)ncz par :
fn=0..,0,0,1,1,1...),

ou le premier 1 est sur la n-iéme entrée. De plus, la famille {fy} U {e,,n € Z} forme une
autre base de c. Pour une suite u = (ux)g € ¢, les coefficients de u dans cette deuxieme base
sont de la forme : u = afo + >, g Unen + Y, >0(tn — @)en, O a = lim, 4o uy. On a
co = Adh(Span(en,n € Z),| . ||co) €t €n = fr — fnt1 pour tout n € Z.

Soit A une suite lacunaire. D’apres le théoréme de Gurariy-Macaev, les suites (f,) € ¢
et (t), € MZ° sont équivalentes. De plus les familles (e,,) € cg et (t*» —t*n+1) € MR° sont
équivalentes, donc il existe un sous-espace Fy C Mg° défini par :

Fy = Adh(Span{t* —t*+ n e Z}) = {f € M, f(1) = 0},

tel que Fy est isomorphe & ¢o. De plus si A est au moins r.-lacunaire, alors Fy est une copie
(1 4 ¢)-isométrique de co.

Le résultat suivant est 1’équivalent des Lemmes 2.23 et 2.28 avec la norme uniforme :
Lemme 2.33. Soient \,\' € R avec A # X'. Alors on a :

/ 1\ o=t
18 = e = (=)

1
177‘,
« o

/
ot v est le rapport o = 3

1
Démonstration. Comme l'expression o — (1)a=1|1 — 1] est invariante en remplagant o par
é, on peut supposer que X > \. Le maximum de la fonction ¢ — t* — ¢*" est atteint en son
unique point critique x donné par
A\ s
r= ()7

/
et en notant @ = X on a :

Théoréme 2.34. Soit A = (M\y)nez. Les assertions suivantes sont équivalentes :
A
(i) la suite A satisfait lim “2tL = oo ;

[n|—+oo  Ap

(ii) la suite (t+) € C est presque isométrique a la base sommante de c.
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Démonstration. Supposons que A satisfait la condition (i) et fixons § > 0. On considere
l'indice r5 > 1 donné par le Corollaire 2.21. D’apres (i), il existe m € N tel que

/\n+1 Z T6An7

pour tout n € Z tel que |n| > m. Nous définissons la suite (¢,,)n par : Yo = Ao, ¥n = Antm
et Y_, = A_p_m pour n > 0. Alors la suite (¢,,), est au moins rs-lacunaire et d’apres le
Théoreme 2.30, la famille tronquée (t¥),, € C est (1 + 2§)-équivalente & la base sommante
de ¢, et comme ¢ est arbitraire on obtient (i7). Réciproquement, soit A une suite telle que la
famille (t*),, est presque isométrique & la base sommante (f,), de c. En particulier, on a :

lim ||t — ] = 1,
— 00

In]
car la base sommante satisfait pour tout n € Z : ||f, — fnt1lle== = 1. En appliquant le

Lemme 2.33, on obtient donc  lim =t
In|—=+00  Ap

= —"—OO. D

Remarque 2.35. Un papier récent a démontré que tout espace de Miintz Mg contient
des copies asymptotiquement isométriques de cq (voir [2]). Nous retrouvons un analogue
“presque isométrique” de ce résultat avec une construction explicite de certains sous-espace
en question : il suffit de considérer une sous-suite A" = (\],),>0 C A telle que

!/

n+1
— +00
An
Alors Despace Fy = Adh(Span(t*n — t*n+1) || . |lee) est un sous-espace de M qui est

presque isométrique a ¢g (voir Rem. 2.32).
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Chapitre 3

Mesures de Carleson des
espaces de Muntz
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux mesures de Carleson des espaces de Miintz.
On considerera des espaces de Miintz MY C LP, ol p € [1,+00) et A = (Ay)n>0 C Ry est
une suite strictement croissante satisfaisant le critere de Miintz

Zi<+oo,

n>1""
ainsi que la gap condition
inf (Anir = An) > 0.
lego n+1 n

Sous ces hypotheses les fonctions f € MY sont analytiques réelles sur (0,1), d’apres le
théoreme de Clarkson-Erdos.

Définition 3.1. Soit p € [1,+00) et u € MT([0,1)), c’est & dire u est une mesure borélienne,
positive et finie sur [0, 1], qui satisfait ©({1}) = 0 (voir Rem. 3.5 dans la suite). On dit que
w est une mesure de Carleson de MY si il existe une constante C' ne dépendant que de A et
p telle que :

Ve M), [flew < Cllfllp-

On notera parfois Car(MY) I'ensemble des mesures de Carleson de M}. Pour une mesure
p € Car(My), on définit I'opérateur borné (voir Prop. 3.6 dans la suite) :

7 { My — L)
PPl f o —
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3.1 Mesures de Carleson quand A est général

Dans un premier temps, nous considérons des espaces de Miintz M} assez généraux. Les
résultats de cette partie s’inspirent largement des travaux de I. Chalendar, E. Fricain et D.
Timotin (voir [18]), puis de W. Noor et D. Timotin (voir [43]).

Toutefois, nous démontrons quelques résultats originaux, dont certains ont été obtenus
en collaboration avec P. Lefevre et apparaissent dans [25].

Les estimations qui suivent seront nos principaux outils pour aborder le probleme des
mesures de Carleson.

Lemme 3.2. Soit A une suite satisfaisant la condition de Miintz et la gap-condition. Alors
pour tout €, il existe une constante K. telle que l’on a l'inégalité suivante :

vneN, |an| < K(1+)* | fllp,
pour tout polynome f(t) = >, art* € M(A).

Cette inégalité est 1'essence du théoreme de Clarkson-Erdds (voir Th. 1.14) et c’est une
conséquence immédiate du Théoreme 1.12 que nous avons énoncé plus tot. Nous aurons
aussi un deuxieme outil tres utile pour étudier les plongements de Carleson :

Lemme 3.3. Soit A satisfaisant la condition de Mintz et la gap-condition. Alors pour tout
€ € (0,1), il existe une constante C. € Ry telle que

Ve M), |[[fllo1-e < Cellflp-

De méme, ce résultat est une conséquence directe de la Proposition 1.16. En général, la
meilleure constante C. possible dépend de p.

3.1.1 Conditions nécessaires

Nous commengons cette partie en remarquant quelques propriétés immédiates des me-
sures de Carleson de MY. La proposition suivante est I'’équivalent de [18, Lemme 4.1].

Proposition 3.4. Soient p € [1,4+00), MY un espace de Mintz et p € M™T([0,1]) une
mesure de Carleson de MY. Alors on a :

1) w satisfait p({1}) = 0.
2) De plus, p satisfait : p([1 —1/(pAn), 1)) = O(%) quand n — +oo.

n

3) Il existe M € Ry tel que :

Sup An tPAn du < M. (Bp)
neN [0,1)

Démonstration. Soit f une mesure de Carleson de MY et (g,,)n>0 € MY la suite de fonctions

définies pour n € N par g, (t) = APt Comme les (gn)n sont dans la boule unité de My,
on obtient le point 3) directement :

supho [ = sup g, < €
n>0 [0,1] n>0

De plus, la suite (¢ +— tP ), est une suite décroissante de fonctions qui converge ponctuel-
lement vers Ty1y et qui tend vers 0 dans LP. D’apres le théoreme de convergence monotone,
toute mesure de Carleson de M} doit satisfaire p({1}) = 0, d’ot on obtient 1). Le point 2)
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vient de I'estimation suivante entre les moments d’une mesure, et les mesures de certains

voisinages de 1 :
/ tPAn dp > / tpknd'u
[0,1) [1=5x71)

PAn’

ﬂuifwmwmm)

Comme la suite ((1 — Iﬁn)p’\")n tend vers 1 quand n — +oo, il existe ng € N tel que pour
tout n > ng ona (1—1/(pA,))P*» > 3+ En appliquant 3), on obtient alors pour tout n > ng :

P
p(it -1/ 0) <3 s [ wan< 5,
[0,1)

n>ng n
et le point 2) suit. O

Remarque 3.5. C’est parce que la condition p({1}) = 0 est nécessaire pour avoir u €
Car(M?) que nous considérons des mesures y € M™*([0,1)) dans la Définition 3.1.

Les mesures de Carleson se caractérisent de la maniere suivante :

Proposition 3.6. Soit u € M™1([0,1)) et p € [1,00). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) Uinclusion ensembliste MY C LP(p) est satisfaite ;
(ii) il existe une constante C > 0 telle que pour tout polynome de Mintz f € M(A),

[fllLeguy < Clifllp 5
(ii1) Vopérateur d’inclusion J, , : My — LP(u) est borné.

Démonstration. 11 est clair que 'on a (i9i) = (i), et le point (i7) = (i) est direct d’apres
la densité des polynoémes de Miintz dans M}. Le point (i) = (4ii) est une conséquence du
théoreme du graphe fermé : supposons que p satisfait la condition (7), et soit (g,h) dans
I’adhérence du graphe G de l'inclusion défini par :

G=1{(f,f).f €M} C M xLPu).

Il existe alors une suite (f,,), € M} telle que f, — g dans MY et f, — h dans LP(p) et
il s’agit de montrer que h(x) = g(x) pour p-presque tout x € [0,1). D’aprés une propriété
classique des espaces LP(u), il existe une sous-suite (f,,, )r qui converge u-presque partout
vers h. D’autre part, quitte & extraire encore, on peut supposer que (fy, ), converge uni-
formément vers g sur tout compact de [0, 1) d’apres le Corollaire 1.18. Comme p({1}) =0, la
convergence uniforme sur tout compact de [O, 1) entraine la convergence u-presque partout,
on obtient bien h(z) = g(x) pour u-presque tout x € [0,1]. Ainsi G est fermé, ce qui conclut
la preuve. O

On pourra adopter ces trois différents points de vue lorsque p est une mesure de Carleson
de M7. En particulier le point (i7i) nous permettra d’étudier des propriétés plus fines que
peut satisfaire I'opérateur d’inclusion J,, .

Nous trouvons aussi des conditions nécessaires pour que 'opérateur J, , soit compact
en testant les monomes.

Proposition 3.7. Soient p € [1,400), M} un espace de Mintz et ju une mesure de Carleson
de MY . Alors on a :

1) sip>1etJ,, est compact, alors p satisfait :

lim A, / tPAndy = 0. (by)
[0,1)

n—-+oo
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2) Sip=1 et J,1 est faiblement compact, alors p satisfait :

lim A, / tAdp = 0. (b1)
[0.1)

n—-+oo

En particulier si J, 1 est compact alors p satisfait (by).

Démonstration. Soit p > 1 et p une mesure de Carleson de M} telle que J,, ,, est compact.
Nous considérons & nouveau les fonctions (g,) € M} définies par g, (t) = AP Pour tout
entier k € N fixé, on a :
L 1
Ar,

li W(OtRdt = lim ————— =

)

1
car p > 1. Donc pour tout polynéme g(t) = > ;- axt”, on a liIJIrl / gn(t)g(t)dt = 0. Par
n—-+0oo
0

densité des polynomes dans LP' (car p/ est fini), la suite (g,)nen converge faiblement vers
0 dans LP. De plus, d’apres la compacité de I'opérateur J, ,, la suite (Jﬂyp(gn))n converge
fortement vers 0 dans LP(u), d’ou on obtient :

lim A, tPArdp = 0.
n—-4oo [0,1)
Supposons maintenant que J, 1 est faiblement compact. Soit € > 0 et soit H = {g,,n €
N} € LY(u). Par hypothese, H est bornée dans L (u) et faiblement relativement compacte.
Ainsi H est uniformément intégrable d’apres [53, Th.II1.C.12 p.137]), c’est & dire : il existe
un nombre § > 0 qui ne dépend que de € tel que pour tout ensemble mesurable A C [0,1)
satisfaisant pu(A) < 4§, on a :

Vn € N, / Mt dp < e.
A
Comme pu({1}) =0, il existe s € (0,1) tel que pu([s, 1)) < n, et on obtient :

Mt dy = At dp + At dp
[0,1) [0,5) [5,1]

< )\ns)‘”,u([o, 1)) + e,

pour tout n € N. Lorsque n tend vers +oo, cette quantité tend vers €, qui est arbitraire,
donc on obtient bien la condition (by). O

3.1.2 Conditions suffisantes

Nous démontrons quelques conditions suffisantes pour qu'une mesure y soit une mesure
de Carleson pour M}. Commencons par le cas des mesures absolument continues sur un
voisinage du point 1.

Proposition 3.8. Soient p € M*([0,1)), ¢ € (0,1), p € [1,+00) et MY un espace de
Miintz. Supposons que p1_c 1) est absolument continue par rapport @ \1_c1) €t que sa

dp1—e,1)

densité h = est essentiellement bornée. Alors u est une mesure de Carleson de

|[1—e,1)
MZ. et il existe une constante C' qui ne dépend que de ,p et A telle que :

1l < € (1010, 1)) + [1Rloc ) 11 -

Si de plus, essinf |h| > 0, alors p est un plongement inverse : il existe deux constantes
C1,C5 > 0 dépendant uniquement de ,p et A telles que pour toute fonction f € MY,

1 \3 v
a(m) 1 llp < 1fllzeqy < CallBlISIF -
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Démonstration. On note h la densité de p au voisinage de 1. Le calcul suivant est immédiat :

/ FOPdne) < 11110, 0) + 1

)

=

D’aprés le Lemme 3.3 on obtient I’existence d’une constante C' = (C’g,u([O, 1)) + Hh||oo)
telle que pour tout polynéme f € M(A) on a :

1fllze ) < ClLSllp-

De méme, la minoration vient du calcul suivant :

il / P lh(t)|dt
i 2 [ 150 I000)
>ess1nf|h|/ (t)|Pdt

||h 1” ||f||Lp [1 51]

D’apres la Proposition 1.19, les normes || . ||, et || . || r(1—c,1)) sont équivalentes sur My, et
donc il existe une constante C' qui ne dépend que de € et A telle que :

Y
£l 2 € ()1

O

La deuxieme partie de la Proposition précédente avait été remarquée par A. Blandigneres
dans M} : il avait démontré ce résultat lorsque la densité h est continue au point 1 (voir
[12]). Dans ce cas, on connait aussi la norme essentielle de J,, .

Proposition 3.9. [43, Prop. 2.6], [18, Cor. 3.6] Soient u € M™([0,1)), ¢ € (0,1), p €
[1,400) et MY un espace de Miintz. Supposons que Hi[1—e,1) €st absolument continue par
dlu‘|[1—e,1)

est essentiellement bornée et continue au
dA1—c1)

rapport @ \j[1—c,1) €t que sa densité h =

point 1. Alors on a :
1 Tuplle = [R(1)[V/7.

Le résultat suivant est une amélioration de [18, Prop. 3.2].

Théoréme 3.10. Si le support de p est inclus dans un compact de [0,1), alors J, p, est
nucléaire, donc il est compact.

Démonstration. Soit p une mesure satisfaisant Supp(u) C [0,d] out § < 1. On fixe € > 0 tel
que (1+¢)d < 1. D’apres le Lemme 3.2 il existe K, tel que pour tout polynéme de Miintz
f(t) =X, bit™*, les coefficients (b,,) satisfont : |b,| < K.(1+ )| f||,- En particulier, les
formes linéaires a;, définies par
M@A) — C
U0 D bt by,

se prolongent en forme linéaires continues sur My, et elles satisfont ||a; ||y < Ke(1 +e)n.
On définit les fonctions monodmes g, (t) = t*» € LP(u), et comme Supp(p) C [0,6], on a

g0l Lo () < 1([0,1))8%.
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D’autre part, pour tout polynoéme f € M(A) on a :

Tup(F) =" a(Hgn =D (g0 @ al)(f).
k

neN

Comme M (A) est dense dans M}, l'opérateur J, ,, est la limite quand m — +oo de la suite
™ gn @ al)m pour la topologie forte des opérateurs. De plus
n=0 n

S llgn @ al < Kep(0.0) Y (50 +)) ™ < oo,

k>0 k>0
et donc J,, , est un opérateur nucléaire. O

Cette propriété avait déja été remarquée dans [8] pour les opérateurs de composition :
les auteurs avaient démontré que lorsque le symbole ¢ satisfait |¢|lc < 1, alors C, est
nucléaire (voir la Définition 3.17 dans la suite).

Exemple 3.11. Nous avons déja deux types d’exemples de mesures de Carleson de MY :

1) Les mesures y satisfaisant p < A, et telles que la densité g—’; est bornée sur [0, 1] sont des
mesures de Carleson de L?, donc a fortiori de MY. De plus, d’apres la Proposition 3.8,
il suffit de supposer cette hypothese sur un voisinage de 1 pour garantir u € Car(MY).

2) Pour tout = € [0, 1), la mesure de Dirac u = d, définie par

Vfe My, o f@)dp(t) = f(x),

est une mesure de Carleson de MY. Il en suit que toute mesure v de la forme

m
V=2 O
k=1
oll Z1,...,%m € [0,1), est une mesure de Carleson de M}. De plus, Uopérateur J, ;, est

de rang fini dans ce cas.

Dans les cas précédents, nous imposons directement de fortes hypothéses sur le com-
portement de la mesure y au voisinage de 1. Il est aussi possible de déterminer des criteres
suffisants pour avoir p € Car(MY) en construisant des “indicateurs” qui dépendent uni-
quement de p et A a l'aide des inégalités des Lemmes 3.2 et 3.3. Le premier exemple est
la fonction rkp qui a été considérée dans [18] pour le cas p = 1. Dans [43], les auteurs
introduisent la fonction ¥, dans le méme but mais pour 'appliquer dans le cas p = 2.

Définition 3.12. Soit x4 la fonction sur [0,1) définie par xa(t) = C1_¢, ot C1_¢ € Ry est
la plus petite constante possible pour satisfaire le Lemme 3.3, c’est a dire :

||fH[0,t]

remy ISy
10

ka(t) =Ciy = < 400

D’autre part, pour n € N, on définit d,, = dist(x*, M (A \ {\,})). D’apres le théoréme de
Miintz, d,, > 0 pour tout n. Sous la gap-condition, le théoreme de Clarkson-Erdés donne
une borne inférieure plus précise de la valeur de d,. Soit f un polynéme de Miintz, et n un
entier naturel. On a :

antk” + Z aktk"‘
k#n

= lanl 1t — gllp,
p

I1£llp = |
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ot g € M(A\ A,). Pour tout € > 0, en appliquant le Lemme 3.2 on obtient :

i — Sup |a'n,(f)| S Ks(l +€))\n’
dn pemny Ifllp
f#0

ol a,(f) désigne le n-ieme coefficient de son développement de Clarkson-Erdss. On obtient
1

en particulier limsupd, ** < 1. Donc la série entiére suivante
n—-+4oo

INOED P

converge uniformément sur tout compact de [0, 1).

Proposition 3.13. Si kp € LP(u) ou siypa € LP(u), alors on a :
1) La mesure p est une mesure de Carleson de M.
2) L’opérateur J, , est borné pour lordre.

3) L’opérateur J,, est compact.
Démonstration. Soit f € M(A) non nulle. Par définition de x4, on a pour tout ¢ € [0,1) :

£ 1170,

UG TN

£ 1l

H9||[o,t]

geEM(A) ||9||p
970

= kA flp-

Ainsi, si ky € LP(p), alors c’est une borne pour l'ordre de J, ,. De méme, on a pour tout
tel0,1):

1£1lp

AN Al

0= X e

|a;kl(g)|t/\”||f”p

€M (A) H!JHP
n20¢ 970

=A@l flp,

donc si ¥p € LP(u), alors c’est une borne pour 'ordre de J,, ,,. En particulier, dans les deux
cas on obtient J,, ,, est borné et on a :

[ Tupll < NEallrgey  (resp.l[Jupll < I¥allze )

On va maintenant montrer que J, , est compact. On peut appliquer une variante du Co-
rollaire 1.51 pour calculer la norme essentielle de J,, ,, : nous définissons les mesures p, =
0,1—1/k] €t [y, = pj(1—1/k,1)- D’apres le Théoreme 3.10, 'opérateur J,,, ,, est compact pour
tout k, donc on a pour tout k € N :

[uplle < 1up = Jupll = HJ#“,

1

< (f merane)’
([, o (®rdu(®)”

et cette quantité tend vers 0 quand k — +oo d’apres le théoreme de convergence dominée
(c’est le méme calcul pour ¥y ). O
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Remarque 3.14. Les indicateurs kj et 15 ne sont pas tres précis pour caractériser les
mesures de Carleson :

1) Les criteres suffisants kn € LP(u), o € LP(u), entrainent aussi la compacité de J, p,
mais nous avons déja vu qu’il existe des mesures de Carleson absolument continues au
voisinage du point 1 telles que J, , n’est pas compact (voir Prop.3.8).

2) Dans la définition des indicateurs, le fait de prendre la borne supérieure parmi toutes
les fonctions f € M(A) pour chaque valeur de ¢ (pour définir k) ou pour chaque valeur
de n (pour définir 15 ) coiite tres cher. C’est probablement pour cela que ces indicateurs
ne peuvent pas caractériser la bornitude.

L’autre probleme c’est que x et 1 sont difficiles a estimer en pratique, sauf dans certains
cas particuliers. On peut trouver une estimation de xy lorsque A = (n?),cy dans [18]. Dans
le cas lacunaire, on obtient aussi une bonne estimation.

Proposition 3.15. Si A est lacunaire, alors il existe une constante C € Ry telle que :

Vi e[0,1), #a ()<c(1_t)% et wA(t)SO(%)%.

En particulier, si A est lacunaire et la fonctiont — 1= est u-intégrable, alors p € Car(MY),
Jup est compact, et on a :
(/ du(t))%
- Moy 1t

Démonstration. Comme A est lacunaire, d’apres le Théoreme de Gurariy-Macaev, il existe
une constante C; € Ry telle que :

151, = a3 %),

pour tout polynéme de Miintz f(t) = > a,t*» € M(A) (voir Cor. 1.28). Alors on a pour
tout t € [0,1) :

1,

® SUDye(0,4] | Do Anl An 1 Z |an [t
ka(t) = sup < — sup .
fef]\iéA) 1 £l Cl aECoo HQHZP(A )

Supposons tout d’abord que p > 1. D’apres l'inégalité de Holder et le Lemme 1.30, il
existe une constante C' > 0 telle que :

0 g (Zrnh)” <o)

Si p =1, alors par dualité, on a :

D=

‘ _ 1 1
0 T Sy ellog(t)] ~ 1 —t

rat) S Sup
01

> bp At

n

= || )

Pour la fonction 1, on applique aussi le théoréme de Gurariy-Macaev (Th. 1.25) :
comme la suite ()\71/ PtAn) est é-minimale (uniformément minimale avec la constante &)

dans LP, donc pour tout n € Non a :

d-t = Ad <
dist (A% tAn, M(A\ A))

D’apres le Lemme 1.30 encore, il existe une constante C' telle que

<M ze()

>
0"‘ 3=
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Remarque 3.16. En combinant les Propositions 3.13 et 3.15, on obtient aussi : si la fonction

t— ﬁ est p-intégrable et A est lacunaire, alors J, 2 est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

En effet, nous avons démontré que J, o est borné pour l'ordre dans ce cas, et d’apres la
Remarque 1.42 les opérateurs de la classe S? sont exactement les opérateurs bornés pour
Pordre.

3.1.3 Opérateurs de composition a poids

Les opérateurs de composition & poids induisent des mesures de Carleson de M} d’une
maniere naturelle. Nous rappelons tout d’abord la définition de ces opérateurs. Les résultats
de cette partie sont une syntheése de certains résultats dans [5, 8, 18, 42].

Définition 3.17. Soit ¢ une fonction bornée sur [0, 1] et ¢ : [0,1] — [0,1] une fonction
mesurable. On définit ['opérateur de multiplication Ty par :

Ty (f) = f¢,

et lopérateur de composition C, par :

Ctp(f) = f © Qoa
pour toute fonction f mesurable sur [0, 1]. Nous dirons que ¢ est un symbole et ¥ un poids.

En général, les espaces de Miintz ne sont pas stables par Ty, ou par C,, (voir le Théoréme
3.23 et la Conjecture 2 a la fin de cette partie). Nous allons les étudier comme des opérateurs
a valeurs dans LP. Le premier résultat positif pour ces opérateurs est da a I. Al Alam dans
sa these [5] dans le cas p = 1.

Théoréme 3.18. [5, Th. 4.2.11 et Th 4.2.15].
Soit ¢ : [0,1] — [0,1] une fonction mesurable satisfaisant :
(a) L’ensemble E, = o~ ({1}) est fini et inclus dans (0,1).
(b) 1l existe € > 0 tel pour tout x € Ey, les fonctions Q|z—c 2], P|z.a+] S0nt de classe ct
et satisfont :
() >0 et ¢lz) <0,
ot @, () est la dérivée a gauche et @)(x) la dérivée a droite en x.
(c) il existe a < 1 tel que pour presque tout y € [0,1], on a
dist(y, Ey) > e = ¢(y) < o
Alors C, M} — L' est un opérateur borné et non-compact. De plus pour toute fonction

¥ :[0,1] = C continue sur E,, on a une expression de la norme essentielle de l'opérateur
de composition a poids T o C, : M} — L' donnée par la formule :

1Ty 0 Cole = 32 (i + e )bla)

2 G @ " Te@]

I. Al Alam et P. Lefévre ont ensuite généralisé le Théoreme 3.18 en 2014, pour certains
symboles ¢ tels que E, est infini (voir [8, Th. 3.10, Cor. 3.11]).
Nous rappelons la définition de la mesure image :

Définition 3.19. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une fonction mesurable et v une mesure sur [0, 1].
La mesure image de v par ¢ est notée v, et elle est définie par :

VA borélien de [0,1], v, (A) = v(p ' (A)).

La mesure image satisfait la formule de transfert suivante :

Vg mesurable, / lgopldy = / lg|dv.,. (3.1)
[0,1] [0,1]

Cette formule est vraie pour les fonctions indicatrices par définition de v, et elle s’étend a
toutes les fonctions mesurables par densité des fonctions en escalier dans L*(v,,).
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r € b,

FIGURE 3.1 — Condition (b) quand ¢ touche le point 1.

Grace a la mesure image, on peut voir les opérateurs de composition a poids comme des
mesures de Carleson.

Proposition 3.20. [18, Lemme 8.1] Soient p € [1,+00), ¥ € L™ un poids, ¢ : [0,1] — [0,1]
un symbole mesurable et MY un espace de Miintz. Soit v la mesure a densité définie par
dv = (t)dt, et soit i1 = v, la mesure image de v par . Alors,

1) Lopérateur Ty o Cy - MY — LP est borné <= p € Car(MY).

2) L’opérateur Ty, o Cy, : My — LP est compact <= J,, , est compact.

De plus on a
1Ty 0 Coll = [Tl

ainst que
1Ty 0 Colle = [|Tu.plle-

Ces équivalences viennent directement de la formule (3.1), et elles permettent d’étudier
les opérateurs de composition & poids avec les outils qu’on a introduits en début de chapitre.

Exemple 3.21. Nous pouvons retrouver I’équivalent de [8, Prop. 3.3] avec des mesures de
Carleson : si Cy, : MY — LP est borné, alors E, = ¢~ ({1}) est de mesure nulle. En effet,
c’est une conséquence directe de la Proposition 3.4, car si A, € Car(M}) alors elle satisfait

Ap({1}) = 0.

En 2012, les auteurs de [18] ont retrouvé les résultats du Théoreéme 3.18 dans [18, Prop.
8.4], en utilisant le point de vue des mesures de Carleson. Ils ont remarqué que sous les
hypotheses (a), (b), (c), il existe o € [«, 1) tel que la mesure image p est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue sur [, 1] et sa densité est bornée, ¢’est une conséquence
du lemme suivant :

Lemme 3.22. [18, Lemme 8.2] Supposons que [a,b] C [0,1] et que p~*([a,b]) est l'union de
m intervalles ([z;, y;])™, qui ont au plus un point extrémal en commun, et tel que pour tout
i€ {1,...,m}, la restriction ©; = |[z, y,) Satisfait ¢}(x) # 0. Alors la restriction de p = v,
a [a,b] est absolument continue, et sa densité est :

Z U( % .
— ol(p;! ))
Alors d’apres la Proposition 3.8, on obtient Ty o C, : MY — LP est borné, et grace a la
Proposition 3.9, sa norme essentielle est donnée par h(1)'/?,
Pour finir cette partie nous allons parler de résultats de non-stabilité de ’espace de
Miintz par les opérateurs de multiplication et de composition.

Théoréme 3.23. Soient A une suite satisfaisant la condition de Miintz et la gap-condition,
p € [1,400) et p € L. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout polynome de Miintz f € M(A), on a Ty(f) € MY.
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(ii) v est constante.

Démonstration. Il est clair que (i) = (7). Supposons par ’absurde, que ¥ n’est pas constante
et quelle satisfait : ¢ f € MY pour tout polynéme f € M(A). Comme t* € M(A), alors
Ty(t0) = tro € MY. D’apreés le théoreme de Clarkson-Erdds, il existe une suite (uy,), € C
telle que :

—+oo
Vte[0,1), B(t) =D untt .

n=0
Par hypothese, il existe k # 0 tel que ugx # 0 car ¥ est non constante. Désormais nous
montrons par récurrence, que pour tout j € N, on a A\p + j(Ax — Ag) € A. Pour j = 0, le
résultat est clair car A\ € A. Posons a := A\ + j (A — Ao), et supposons que a € A. Comme
t* € M(A) et ¢ est un multiplicateur de 'espace de Miintz, on a Ty (t%) = ¢t® € MY. On
obtient pour tout ¢ € [0,1) :

o0
Y()* = Z Ut ALY = gy e Aot Z upt Aot
n=0 n#k

D’apres le théoreme de Clarkson-Erdds, 1t* se représente comme une série )y o\ ot sur
[0,1), et il est facile de remarquer qu’une telle écriture est unique. Ainsi comme uy # 0,
on obtient (A — Ag) + & € A, et ainsi on conclut Pargument de récurrence. Rappelons que
(A — Xo) # 0 car k # 0, et ainsi A contient une progression arithmétique. On a alors :

1= 1
==y =},
> 525 e

n>1 n

ce qui est absurde par hypothese, et donc les seuls multiplicateurs de ’espace de Miintz sont
les fonctions constantes. O

Ainsi, les espaces de Miintz n’admettent (presque) pas de multiplicateurs. Ce résultat
s’inspire de certains travaux de I. Al Alam [4] et W. Noor [42], qui ont démontré des
résultats de non-stabilité des espaces de Miintz par les opérateurs de composition. Nous
allons I’énoncer sous la forme d’une conjecture.

Conjecture 2. Soit A une suite satisfaisant le critere de Miintz et la gap-condition, soit
p € [1,400) et ¢ : [0,1] — [0,1] une fonction mesurable non constante qui satisfait :

Ve M), Cy(f) e My.

Alors ¢ est un monome et A a une forme tres particuliere : il existe deux constantes o € [0, 1]
et B € R, telles que ¢ = at?, et A satisfait BA C A.

Remarque 3.24. Dans [3] Pauteur démontre la conjecture lorsque A est inclus dans N et ¢
est un polynéme. Puis des réponses plus générales apparaissent dans [42], 'auteur démontre
que la conjecture est vraie dans les cas suivants :

1) Lorsque A contient une infinité d’entiers et ¢ est un polyndéme & exposants réels.

2) Lorsque @ est un polynéme (& exposants réels) avec deux termes.
Exemple 3.25. Les opérateurs C, de composition par une homothécie de rapport p, aussi
appelés les opérateurs de blow-up. Ces opérateurs sont un outil utilisé par V. Gurariy et W.

Lusky [31] pour démontrer beaucoup de résultats généraux dans les espaces de Miintz, mais
ils les ont appelé “T,”. Pour p € (0,1) et f mesurable sur [0,1], on définit :
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pour presque tout t € [0,1]. Alors l'opérateur

Y QY
r f — fpv

est borné et compact. En effet, d’une part on a pour presque tout ¢ € [0, 1),

Co(H)(t) =Y anpt?,

on vérifie aisément que ||C,(f)| < (%)1/p||f||p. Le théoréme de Clarkson-Erdés entraine
que les opérateurs C, sont bien définis et bornés (voir Prop.1.20). De plus, pour toute suite
bornée (f,) € M}, il existe une sous-suite (f,, )x qui converge uniformément sur [0, p]. Alors
(Cy(fny))x converge uniformément sur [0, 1], et ainsi C, : My — Mg° est compact. De plus,
les opérateurs C’,') : M} — MY sont aussi compacts car ce sont les opérateurs C,, composés
avec des inclusions bornées.

Exemple 3.26. Soit A = (3"),en et ¢ : [0,1] — [0,1] définie par p(t) = 3. Alors
L’opérateur C,, : M3 — M3 est borné. Comme la suite (3"),, est lacunaire, d’apres le
théoreme de Gurariy-Macaev, la famille (g,), € M3 définie par g,(t) = 3"/?t3" est une
base de Riesz de M3. De plus, on a

1
Cso(gn) = %gnﬂa

pour tout n € N. Sur £2, on définit 'opérateur de shift & droite S : £ — ¢2 par :
S(ao, ai, .. ) = (0,(10,(11, . )

Comme (g,,), est une base de Riesz de M3, il existe un isomorphisme © : £> — M3 tel que
O(en) = gn pour tout n € N. On obtient donc pour tout a = (a,) € £? :

C«p o @( Z an6n> = Z anccp(gn)

neN neN

= % Z Angn+1

neN

= %GOS(Zanen).

neN

1 1
Ainsiona C,00 = —=0 08, et donc C, est conjugué a —=S.

V3 V3
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3.2 Mesures de Carleson quand A est lacunaire

Dans cette partie, nous supposons que g est une mesure finie et positive sur [0, 1), et
A = (An)nen est une suite lacunaire au sens de Hadamard, c’est a dire :

Ir>1,VneN, A1 =71\,

Soit ¢ € [1,400), d’aprés le théoréme de Gurariy-Macaev (voir Cor. 1.28) on a :
|an|?\
I~ (32 5) ",

pour toute fonction f € M(A) dela forme f(t) = Y, a,t*, et les constantes sous-jacentes ne
dépendent que de A et ¢. En particulier, cette formule donne une minoration de || f||, que nous
allons utiliser pour estimer les nombres d’approximation de l'opérateur J,, , : Mi C L7(p).
Les résultats de cette section ont été obtenus en collaboration avec P. Lefevre et apparaissent
dans [25].

3.2.1 Bornitude de J,,
Pour chercher des mesures de Carleson de M{, nous introduisons la condition suivante :

Définition 3.27. Soient u € M™([0,1)), g € [1,+00) et A = (\,)n>0 une suite strictement
croissante satisfaisant la condition de Miintz. On dit que p satisfait la condition (By) si il
existe une constante C' € Ry telle que :

sup )\n/ tndy < C- (By)
neN  Jjo,1)

La condition (B,) est nécessaire pour avoir p € Car(M}) (voir la Proposition 3.4). C’est
parce qu’une mesure y satisfait (By) si et seulement si il existe M € R tel que

An
127 M| a ) o

VnelN —X——=<
[E* g

Quand A est lacunaire, la condition (By) est “presque suffisante”. Traitons tout d’abord le
cas ¢ = 1.

Théoréme 3.28. Soient A = (\,,), une suite lacunaire et up € M*([0,1)). Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) w satisfait la condition (By) ;
(ii) p € Car(M}).

De plus il existe une constante C € Ry qui dépend uniquement de A telle que

(sup )\n/ t/\"du) < | Jpall < C(sup )\n/ t’\”du)
neN  J[0,1) neN  J[0,1)

Démonstration. L’inégalité de gauche est une conséquence directe du calcul qu’on a fait
dans la Proposition 3.4 : on I’obtient en testant les monémes t*». Nous montrons maintenant
I'inégalité de droite. Pour f =3 b,t*» € M(A) on a:

1

Hf”Ll(p,) :/0 ‘antAn
1 . An

S;IanAnJrl(b%pAn/[O,l)t du)-

dp
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D’autre part, d’apres la minoration du théoréme de Gurariy-Macaev (voir Cor. 1.28), on a

by, 1
S Bl Ly,

n n 1

ou C ne dépend que de A. On obtient donc ||.J, 1] < 1/Cl(sup )\n/ t)‘"du). O
n

[0,1)

Le cas ¢ = 1 est facile car I'inégalité triangulaire donne la bonne majoration de ||f||1.
On obtient méme une caractérisation des mesures de Carleson de M}, mais la démarche
se complique quand ¢ > 1. Pour traiter ce cas, nous introduisons la suite de moments
généralisés de pu suivante :

Définition 3.29. Pour une mesure y € M*([0,1)), un réel ¢ € [1,+00), un entier n € N,
on définit :

it (Z/\ t*k) du>q. (3.2)

[0,1) E>0

Dn,q(ﬂ) = <

Cette suite dépend aussi de A et elle prend (a priori) ses valeurs dans Ry U {+o00}.

Il s’agit de la méme suite que dans la Définition 1.63, en fixant la suite de poids w’ =
(w))n = (A, 1) qui ne dépend que de A. On a alors :

Dn,q(ﬂ) =Dy 7A(Ha‘]>a

avec les notations de 1.63. Comme A et g seront fixés dans cette partie, la suite de poids
w’ est fixée aussi : on peut donc alléger la notation générale des moments généralisés. Cette
suite est tres utile grace au lemme suivant :

Lemme 3.30. Soit € M™([0,1)) et g € [1,+00). Si (Dpnq(pt))nen est une suite bornée,

alors on a : | |
An an q
Ya € cog, H E apt™™ La(u ( E D, q ) ) :

Démonstration. Soit w' = (w),), la suite de poids définie par w/, = A\, pour n € N. Comme
on a DY A(u,q) = Dy q(p) pour tout n € N, la Proposition 1.64 donne directement le
résultat. O

Le Lemme 3.30 est vrai en toute généralité pour A, mais il n’est “exploitable” que
lorsque A est lacunaire (on pourra voir la Remarque 2.11 pour s’en convaincre). Nous allons
maintenant établir le principal théoreme de cette partie :

Théoréme 3.31. Soient A = (\,)n>0 une suite r-lacunaire, i € M*([0,1)) et p € [1,+00).
Si p satisfait (Bp) alors p est une mesure de Carleson pour M} pour tout ¢ > p. De plus,

on a
1

1
<sup/ (ghn + 1)tq’\”du) <l < C(sup )\n/ tp’\”d,u) !
nen Jjo,1) neN [0,1)

ot C ne dépend que de p,q et A.
L’essence de ce théoréme est contenue dans ’estimation suivante :

Lemme 3.32. Sous les hypothéses du Th.3.31, on a

1 1
D q(p)? < C( sup Ak / tmkd,u) ! (Sup Ak / tp)"“d,u) ,
k>n o Jo,1) keN  Jio,1)

ot C est une constante qui ne dépend que de p,q et r.
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Démonstration. Comme (M) est r-lacunaire, pour tout € R* on a :

1 _ 1
DN ST et D NS A

k<n k>n

Pour tout j € N, on note M; = A; P dp et M = sup M; < 4oc. Etant donné que
[0,1) J
qg>1,0n apour tous A, B € Ry, (A+ B)?7! <2971(A971 + B771). Cela entraine :

-1

Dn,q(u)qz/[01 A\ t’\"(ZA t*k) du

keN

< Ad A (ZA tA’“) du +

[0,1)

1 1 q—1
M (S a) dp
k>n
On va d’abord majorer le premier terme. Si p > 1, I'inégalité de Holder donne :
A (S AT < AE(/t“"dﬂ);(/ i) g n)’
Jou (32 >

< MNP (N o)

k<n

[0,1)

1
7/

ol on a utilisé I'inégalité triangulaire comme p'(¢ — 1) > p > 1. Pour tout £k < n on a

/ tp/(q—l)/\kdlu < / Py < Mk)\gl. Cela entraine :
[0,1) [0,1)

1 1 i 1_1 -
/ At (3 Af )1 du<supM” M (A N )
[0,1) k<n k<n

101 1 _ 1
7

1 1
-7 oy . -7
Ssup M" M AG "8 7
k<n

1 1

! o

=sup M My .
k<n

Si p = 1, I'inégalité triangulaire et t* < 1 impliquent directement :
1 1\qg—1
M (A < Mo A (A7) S M
[0,1) k<n k<n

Pour le second terme on traite deux cas. Tout d’abord, si ¢ — 1 > p on applique I'inégalité
triangulaire et on obtient :

AL tA (Z)\ t’““) duSAvéL(Z||/\;§t'\k||LQ*1(t*w))qil

[0,1) o Pt
Y ( 3 /\,% (/ t(qﬂ)xkﬂndu)ﬁ)qﬂ
k>n [0,1)
NS o))
k>n [0,1)
< SupMk)\n<Z A,% ﬁym
kn k>n

1 —1
7 Ta=1\q—1
< sup M (A7) = sup M.
k>n k>n



p

Si maintenant on suppose ¢ — 1 < p, on pose a = - Le nombre « satisfait a > ¢

p—(¢—1)
et (¢ — 1)a’ = p. L’inégalité de Holder donne :
1 1 q—1
A thn M) dp
JonMiem (Z0ie)
1 1 1 %
< A / £ ) / (3o A d)”
( [0,1) ( [0,1) ;;

1 D

1_ 1 N
< M “(ZA;(/ o))
k>n [0,1)

ou on a encore appliqué l'inégalité triangulaire. On obtient :

Et finalement on a :

1 L
Dy, o(1)? S M7 (sup My ) + sup My,
k<n k>n

et les constantes sous-jacentes ne dépendent que de p, q et r. O

Démonstration. du Théoréme 3.31. L’estimation inférieure de ||J, 4| est immédiate en
testant les mondmes (voir la Proposition 3.4). Pour l'estimation supérieure, on fixe une
fonction f € M(A) de la forme f(t) =, byt*. On a:

1 q 1
s = ([ [ bt ')
n
< (S L)' )

d’apres le lemme 3.30. Comme A est lacunaire, on peut appliquer la minoration du théoréeme
de Gurariy-Macaev (voir le Cor. 1.28), qui donne

(=5

ou C7 ne dépend que de A. Ainsi, d’apres le Lemme 3.32, on obtient

a1
<
) — Cl ||qu7

n

1 1
o < = - C An tPAmdp) " (| £l g
Il < g C(smwda [ o) 5l

)

ou C,C ne dépendent que de A, p, et q. O
Corollaire 3.33. Soient A une suite lacunaire, p € M*([0,1)) et p,q € [1,+00), tels que
p < q. Alors on a :

1) Sip e Car(My), alors pn € Car(M}).

2) En général, linclusion Car(MY) C Car(M}) est stricte.

Démonstration. Si p est une mesure de Carleson de MY, alors elle satisfait la condition (By),

et pour tout n € N, on a : (/\nﬁ(p/\n))l/p < ||J.pll. D’aprés le Théoréme 3.31, on en déduit
p e Car(M]) et :
[Tl < CllTppll,
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ou C est une constante qui ne dépend que de p,q et A. Les exemples 3.50 et 3.51 dans la
suite illustrent le point 2) : pour tout p > 1, il existe une suite A (super-lacunaire) et une
mesure x (non sous-linéaire) telles que pour tout r € [1,4+00), J,, » est borné si et seulement
si r > p. En particulier pour tout ¢ > p, la mesure p est une mesure de Carleson de M} et
pas de M} . O

Remarque 3.34. En général méme dans le cas lacunaire, ’ensemble des mesures de Carle-
son de M} dépend de p et pas seulement de A. Les premiers & avoir remarqué ce phénomene
sont W. Noor et D. Timotin : ils ont construit une mesure pu et une suite A lacunaire tels que
we Car(M3) et p & Car(My) (voir [43, Ex. 7.1]). Nos exemples 3.50 et 3.51 sont inspirés
de leur construction.

Le Théoréme 3.31 a une deuxiéme conséquence importante, c’est une réponse positive
a une question posée dans [43] : si A est lacunaire, alors les mesures sous-linéaires sont des
mesures de Carleson de M} .

Corollaire 3.35. Soient A une suite lacunaire, p € [1,+00) et u € M*([0,1)).
1) Si p est sous-linéaire, alors p € Car(My).

2) Si de plus A est sous-géométrique, alors on a :
w est sous linéaire <= p € Car(MRY).

Démonstration. D’apres la Remarque 1.59, toute mesure sous-linéaire p satisfait la condition
(By). D’apres les Théoremes 3.28 et 3.31, on a p € Car(MY}) pour tout p € [1,+00). De
plus, il existe une constante C' qui ne dépend que de p et A telle que :

1
[Tl < Cliplls-

Le point 2) est une conséquence du Corollaire 1.62, qui s’applique quand A est sous-
géométrique. O

Remarque 3.36. Ce dernier corollaire peut se démontrer d’'une maniere beaucoup plus

simple que le Lemme 3.32, nous présentons ici la preuve, due & V. Munnier. Soit f € M(A)
de la forme f(t) =Y, ant™. On a:

P —_ An
T /[) | S

< N .
_/[071)(%}& | ) n

Comme la fonction ¢ +— (Zn |an|t>‘")p est croissante, on peut appliquer le Lemme 1.60, qui
nous donne :

p
dp

1
p
10 < Dl | (X lanle™) a

p
= llalls || 3 lanlt
n P
an|P
< c? el

CP
< llls 22712,
1
1/p
g -

en appliquant deux fois le théoreme de Gurariy-Macaev. Ainsi on a [|J,, || < %H |

Nous verrons dans la suite qu’on peut généraliser cette démarche quand A est quasi-lacunaire.
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3.2.2 Compacité de J,,

Dans cette partie, nous cherchons des conditions suffisantes sur les mesures p de Carleson
de M{ pour que 'opérateur de plongement .J, ,, soit compact, dans le cas ot A est lacunaire.
Nous suivrons une démarche similaire a celle de la sous-section précédente, c’est pourquoi
nous introduisons la classe de mesures suivante :

Définition 3.37. Soient u € M*([0,1)), g € [1,+00) et A = (\,)n>0 une suite strictement
croissante satisfaisant la condition de Miintz. On dit que p satisfait la condition (bg) si :

lim A, / tndy = 0- (bg)
[0.,1)

n——+o0o

D’apres la Proposition 3.7, si u est une mesure de Carleson compacte de M}, alors p satisfait
la condition (by). Comme dans le cas de la bornitude, nous allons voir que la condition (b;)
est “presque suffisante” pour garantir la compacité de J, 4, lorsque A est lacunaire. Traitons
tout d’abord le cas ¢ = 1.

Théoréme 3.38. Soit A = (\,),, une suite lacunaire et p € Car(M}). Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) w satisfait la condition (by).

(it) L’opérateur J, 1 est compact.
(i11) L’opérateur J, 1 est faiblement compact.

De plus il existe une constante C € Ry qui dépend uniquement de A telle que

n—-+oo n—-4oo

timsup (A, / ) < [y lesw < [Tlle < Climsup (A, / ).
[0,1) [0,1)

Démonstration. Pour k € N, on définit les ensembles A; = (1 — 1/k,1) et les mesures
Mk = Hj[0,1—1/k] €b W, = Hi(1—1/k,1)- D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite
(11(Ag))x tend vers 0 quand k — +o0. D’apres le Théoréme 3.10, comme le support de iy
est inclus dans un compact de (0,1), l'opérateur J,, 1 = J, 1 — Ju; 1 est compact pour tout
k € N. On obtient donc :

[ alle < lmsup |l = T (1,00,

et la limite existe car (||/,; 1)k est une suite décroissante. Nous fixons maintenant k € N
grand. D’apres le Théoreme 3.28, il existe une constante C' qui ne dépend que de A telle
que :

||J,U.;C,1H < Csup ()\n/ t>‘"du>
Ak

neN

neN neN

An<1/4/1(Ak) * An>1/4/u(Ax)
§C’max{\/u(Ak), sup /\nﬁ(/\n)}
ne
An21/4/p(Ak)

Quand k£ — 400 on a u(Ag) — 0, on obtient donc

< C’max{ sup )\n/ trdp sup )\n/ t)‘"du}
A [0,1)

lim ||J,/ < Climsup A t*dp.
k—+o00 H Mk’IH - n—>-&-o<1>D " [0,1) a
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Pour montrer la minoration, nous appliquons le Théoreme 1.49. Fixons k£ € N et posons
a = limsup A\, 7i(\,). En testant les fonction (A\,t*") € M}, on a :

n—-+oo

lim sup / At e = limsup ()\nﬁ()‘n) - / Ant%du)
Ak [0,1—1]

n—-+oo n—-+oo

> (nEToo An(1 — 1/k)’\")

:a7

Comme les ensembles Ay, satisfont p(Ay) — 0 et la suite (A\,t*),, est dans la boule unité de
M3}, on peut appliquer le Théoreme 1.49 avec la suite (hy), = (Ayt*"), et a. On obtient :

n—-+o0o n—-+oo

lim sup (/\,L/ t)‘"du) <N uillew < | Ju1lle < Climsup ()\n/ t’\"d,u>.
[0,1) [0,1)

O

Nous traitons maintenant le cas ¢ > 1 avec une démarche analogue au Théoreme 3.31
adaptée pour le probleme de la compacité. Nous allons utiliser la suite (D, 4(¢t))n de mo-
ments généralisés définie de la méme fagon que dans la Définition 3.29 par :

D q(p) = ( 01) /\étA"(Z)\EtAk)q_ldIOE.

k>0
Cette suite satisfait la propriété suivante :

Lemme 3.39. Soient A = (\,,)n>0 une suite lacunaire, q € [1,+00), et up € M*([0,1)). Si
la suite de moments généralisés (D q(1t))n est bornée, alors il existe une constante d qui
dépend uniquement de A et de q telle que :

YN €N, ani1(Juq) <d(Dng(p)",

ot an+1(Jy,q) est le N-iéme nombre d’approximation de J, 4 et Dy q(p)* est le N-iéme
terme de la suite réarrangée décroissante de (D, q(4t))n.-

Démonstration. On pose w' = (w!,)n>0 la suite de poids définie par w], = A\, '. Pour tout
neN, ona D,,(u) = DY™u,q), ot (DX A(11,q)), est la suite que nous avons introduit
plus généralement dans la Définition 1.63. En définissant I'opérateur T’ ;jj;’A suivant, :

tw') — L)
T b Y bt
n>0
ona aN+1(Tﬁ‘j;7A
de poids w(q) =

) < (DN)q u))>k d’apres le Théoreme 1.66. D’autre part, considérons la suite
(wn(@))n = ((gAn + 1)*1)n7 et Popérateur suivant :

Bwl) — M
T(;\: b — ant)‘".

L’opérateur TqA est un isomorphisme d’apres le théoreme de Gurariy-Macaev (on pourra voir
la Définition 2.2 pour plus de détails). C’est I'isomorphisme qu’on a étudié tout au long du
chapitre 2. De plus comme pour tout n € N on a : w,(q) < w!, < 2qw,(q), alors I'identité
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i : 09(w') — £%(w(q)) est un isomorphisme. En posant S = (T o i)_l, on peut factoriser
Jy1,q comme suit :

Jyu
M ak L),
Eq(w’) Hsq

et on obtient ainsi

YN €N, avi1(ua) < (Dva() || (@2 00) 7|

Nous pouvons maintenant énoncer une condition suffisante de compacité :

Théoréme 3.40. Soient A = (\,)n>0 une suite lacunaire, une mesure p € M*([0,1)) et
p € [1,400). Si p satisfait (By) alors pour tout ¢ >p on a :

1

Crtmsup (M) < [l < s (Tmsnp AgiA) ™ (sup Auiitpan))

n—-+o00 n—+00 n>0

ot C1,Cy ne dépendent que de p,q et A. En particulier, si p satisfait (b,) alors J, q est
compact pour tout ¢ > p.

Démonstration. Nous avons déja démontré tous les outils nécessaires pour démontrer la
majoration de la norme essentielle. En appliquant successivement les Lemmes 3.39 et 3.32,
ona:

||J/MIH6 < Nl—i>r-Ii-loo aNJrl(J;L,q)

<d lim (DN,q(,u))*

N——+oc0o

= dlimsup D, 4(1)

n—-+4oo

< Cd(limsup An tpA"du)E (sup )\n/ tp)‘"d,u)m,
n—+400 [0,1) neN [0,1)

ou C,d ne dépendent que de A,p et g. Pour démontrer la minoration de ||J, 4|, on va

appliquer le Théoréeme 1.49 : pour k¥ € N, on pose Ay = (1 — 1/k,1) C [0,1) et h,, =

(q)\n)%t% € Mj. La suite h,, satisfait [|hy|l; < 1. En posant a = limsup ||/ La(.), on a
n—-+oo

pour tout k fixé :

1 1
lim sup (/ At du) * = limsup (/ @t dp — gy / taAn du) !
n—-+oo Ap n—-+oo [0,1) [071_%

> (aq - BIE q)\n(l - 1/k)q>\n> ‘

:O{7

et le Théoreme 1.49 donne la minoration voulue avec C; = ¢'/4. O

Corollaire 3.41. Soient A = (A, )n>0 une suite lacunaire, p € M7*([0,1)) et p,q € [1,+00)
tels que p < q. Alors on a :
1) si J,p est compact, alors J, 4 est compact.

2) En général, la réciproque est fausse.
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Démonstration. Soit p une mesure telle que J, , est compact. D’apres la Proposition 3.7
alors p satisfait alors la condition (b,). Comme A est lacunaire, le Théoreme 3.40 entraine
que J, 4 est compact. O

Corollaire 3.42. Soient A = (\,)n>0 une suite lacunaire, p € M*([0,1)) et p € [1,+00).
Alors on a :

1) Sip est sous-linéaire évanescente, alors J, , est compact.

2) Si de plus A est sous-géomélrique, alors on a :

w est sous linéaire <= p € Car(MRY).

Démonstration. Si p est sous-linéaire évanescente, alors elle satisfait la condition (by) (voir
Rem. 1.59). D’apres les Théoremes 3.38 et 3.40, on a J,, est compact pour tout p €
[1,4+00). Le point 2) est une conséquence du Corollaire 1.62, qui s’applique si A est sous-
géométrique. O

3.2.3 L’opérateur J,, : classes de Schatten

Dans cette partie, nous nous intéressons au cas Hilbertien : pour ¢ > 0, nous cherchons
des conditions suffisantes pour que 'opérateur de plongement J,, 5 : M3 — L?(p) soit dans
la classe de Schatten S?. Dans Darticle [43], W. Noor et D. Timotin ont trouvé des résultats
intéressants & ce sujet (voir aussi [42]). Nous allons comme d’usage maintenant, utiliser les
moments généralisés (D, 2(p))n, donnés par :

1
1 1 3
Dua(p) = ( D YPY: t*kdu) :
[0,1) k>0
Nous pouvons déja énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.43. Soient A une suite lacunaire, p € M*([0,1)) et q € (0, +00).
1) Il existe une constante d > 0 qui dépend uniquement de g et A telle que

allse < d( 3 Do)’

n>0

En particulier, si (Dy 2(p))n € € alors J, 2 € S9.
2) Dans le cas q = 2, il existe deuz constantes dyi,ds > 0 telles que :
1

1 3 1 3
(DI N3a0) " < Inallse < do (D0 I 32)

n>0 n>0

Démonstration. D’apres le Lemme 3.39, il existe une constante d > 0 telle que les nombres
d’approximation de J, » satisfont :

VN €N, any1(Ju2) <d(Dna(p)”,

ou (Dno(p))y est le réarrangement décroissant de (Dy, 2())n. Si (Dy,2(p)) & €9, alors le
point 1) est évident. Sinon, on a en particulier D, 2(¢) — 0 quand n — +o00. Comme pour
tout € > 0, Pensemble {n € N, D,, (1) > €} est fini, alors il existe une bijection ¢ : N - N
telle que pour tout N € N, on a Dy(ny2(1) = (Dn,2(1))*. On obtient alors :

1sllsn = (32 avia(d.2)?)

N>0

Q=



Pour montrer le point 2), nous considérons la suite h, = (/\i/ 2t>‘") € M3. Dapres le
théoreme de Gurariy-Macaev, c’est une base de Riesz de M3 (voir 'Exemple 1.24), il existe
un isomorphisme S : 2 — M3 tel que pour tout n € N, on a S(e,) = hy, olt (e,), est la
base canonique de ¢2. D’aprés le Théoreme 1.40, la norme de Schatten de Ju,208 est donnée
par: |7, 208|s2 = (3,50 I 742(S(en))[|?)1/2. D’autre part, comme S est un isomorphisme,
les nombres d’approximation satisfont ”—};”an(JM,Q 08) < an(Jyu2) < IS Han(Ju208), pour
tout n € N*. On obtient donc :

1 s 1 \ L
157 (UM a0,) < el < 1871 IN 1)

n>0 n>0
O

Remarque 3.44. Gréce a 'estimation qui précede, on retrouve [43, Th. 6.1] dans le cas
lacunaire (leur résultat est vrai pour les suites quasi-lacunaires aussi). Soit 5 > 1, A une
suite lacunaire et 1 une mesure telle que p([1—¢,1)) = O(¢”) quand ¢ — 0. Alors pour tout
g >0, J, 2 est dans la classe de Schatten S9.

En effet, pour une telle mesure nous pouvons estimer les moments généralisés D,, ().
En appliquant successivement le Lemme 1.30 et la Proposition 1.61, il existe une constante
Cy telle que :

+oo
(Dt = [ 2k Sada
[0,1) b—0
1 1
gA,%;cg/ (1 —t) " 2dp
[0,1)
1 3
/tkn(l—t)—ﬁﬁdt,

0

3wl

<A

car la fonction t + t* (1 — ¢)~1/2 est croissante positive. Soit v la mesure absolument

continue définie par dv(t) = (1—1t)~3/2+8dt. Elle satisfait v([1 —¢,1))) = ﬁ711/2€ﬁ_1/2, donc

d’apres la Prop. 1.61 on obtient :

Comme S > 1, on obtient donc (Dn’g (,u))n € 07 pour tout g > 0, et d’apres le théoreme 3.43
I'opérateur J,, » est dans toutes les classes de Schatten.

Nous rappelons le résultat tres classique suivant, qui va nous étre utile dans cette partie.
Lemme 3.45. (Test de Schur). Soit (A, k)n ik une matrice de nombres positifs. Pour b € cgp,
on définit la suite suivante :

A®) = (3 Auid) -
keN "

Si il existe K € Ry tel que : sup (ZA”)’“) < K et sup (Z Amk) < K, alors pour tout
neN LEN keN neN

p€[l,+0) on a :
Vb e C00, ||A(b)||4p < K”b”zp

En particulier lopérateur A : £ — (P est borné.
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Le test de Schur est un résultat d’interpolation. On peut le voir comme une conséquence
directe du théoreme de Riesz Thorin car sous les hypothese du Lemme 3.45, on vérifie
aisément que A : 1 — (' et A : > — (> sont bornés et de norme inférieure & K.

Le résultat suivant est une estimation analogue au Lemme 3.32 pour le probléeme de
I’appartenance aux classes de Schatten.

Lemme 3.46. Soit A C Ry wune suite lacunaire. Alors pour tout q € (0,400), il existe
C € R, tel que pour toute mesure p sur [0,1], on a :

(S o) <e(S o f

t)\"d/,b)q/2> % )
n>0 n>0 [0.1)

Démonstration. Pour tout j € N, on notera m; = A; / thi dp pour alléger les expression
[0,1)
dans les calculs.

Dn,Z(W:/O 1)/\ 2 (Zv%)

keN

<> AINZ Ay + > AINZ ey

k<n*[0:1) k>n 0,1

Y () 4 Y (1)

1/2

ot M = (mg)r>o0 et A = (Ank)nk est la matrice définie par A, ) = (i‘\k) si k > n,

= S en (2

)1/2 et A, r =0sik <n. Comme A est r-lacunaire, on obtient :

+\1f 1+#
SupZAnkg T et supZAnkg T
" keN NG ko nen T

D’apres le Lemme 3.45, A : £94/2 — ¢4/2 est borné pour tout ¢ > 2. On obtient :

(%Dn,z(u)q)é <(X (A(M>)§‘/2)%

neN
= [|A(M )||§q/2
1+ 1
( f Z / t/\"d,u q/2 a
1- 7 E>0 0,1)

Il reste a traiter le cas ¢ < 2. Comme £ <1, on a:

T k>n \/77 B
1\ 4 1 1\4 1
< (o) g+ X ()

n>0 n>0 i keN n=
n>0 [011)
ou la constante C' ne dépend que de q et r. O
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Théoréme 3.47. Soient ¢ > 2 et A une suite quasi-géométrique. Alors il existe Ay, Ay >0
tel que :

1 1
AlH(H)\%t/\nHL?(M))n 9 S H‘]/t,QHS‘? S AQ (H)\rzlt)\nHLz(M))n

il existe By, By > 0 tel que :
Bi||(Duz(w), |, < Muzlse < Ba (Dua(w),

et il existe C1,Cy > 0 tel que :

aifl (6 /m) o)) | < Iucllss < G (A /M )t

pour toute mesure p € M*([0,1)).

¢a’

)

YAl

¢a’

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.43 et le Lemme 3.46, on a :

1

pollss < d( 3 Dusl)?)’

n>0
< dC(ngo (An /[0,1) tkndu)q/z) i

= dC||(m2)nl s

ol my, = (f[0,1) t*dp) pour tout n € N. De plus, comme A est sous-géométrique, on pose

r = inf, ’\;“ > 1et supn(%) = R < +00. Soit K € N tel que v > 2. On a alors pour

tout n € N,

1

1 1 1

Myt = AT%+K(/ t/\wkdu) :
[0,1)

SRK/?( )\étrk)\"d[l)%

[0,1)

< RK/2H>\étA"HL2(,L)~

Rappelons que la suite (hy,), = (/\}/ %tAn),, est une base de Riesz de M3 d’apres le théoreme

de Gurariy-Macaev : c’est & dire qu'il existe un isomorphisme S : (2 — M3 satisfaisant
S(en) = hy, pour tout n € N. Comme S est un isomorphisme, les nombres d’approximation
satisfont ﬁan(ng 08) < an(Ju2) <[|S7Han(Jyz2 0 S), pour tout n € N. Ainsi, comme
q > 2, on a la minoration suivante de la norme de Schatten, donnée par le théoreme 1.40 :

1 a\ ¢
Iualls: 2 g (2 Iz stenl’)

n>

1 1
- /2225 |19 q
= ||5|(T;)HA71L P ll1a)

et la boucle est bouclée. O

Nous avons obtenu la minoration de la norme de ||.J,, 2||s« en évaluant la norme ¢¢ d’une
suite (||JH72(hn)HL2(u))n7 pour une base de Riesz (hy,) € M3 grace au Théoréme 1.40 (voir

[21, Th. 4.6]). Malheureusement, ce résultat n’est valide que lorsque ¢ > 2. Nous allons tout
de méme formuler la conjecture suivante :

Conjecture 3. Soient ¢ > 0, 4 € M™([0,1)) et A une suite lacunaire, sous-géométrique.
Alors il existe une constante C' > 0 telle que :

1allss = €| (Daaw),

oa
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Beaucoup d’éléments meénent a penser que nombres d’approximation de J,2 et les
nombres D, »(u) satisfont une inégalité inverse a celle donnée par le Lemme 3.39 si A est
sous-géométrique, mais nous n’avons pas réussi a le démontrer.

Dans le cas sous-géométrique et ¢ > 2, nous avons aussi une estimation intégrale de la
norme de Schatten.

Proposition 3.48. Soient A une suite quasi-géométrique et ¢ > 2. On a :

(7 au®) yo2
([ ")

ot les constantes sous-jacentes ne dépendent que de q et A (mais pas de ).

||Ju,2

Démonstration. Nous allons noter b,, = ||/\}L/2t>‘" |2 (u)- D’apres le Théoreme 3.47, et comme
q > 2, les quantités ||J,, 2||ss et ||b|lea sont équivalentes, & des constantes dépendant unique-
ment de A prés. D’autre part, d’apres le Théoréme de Gurariy-Macaev dans £9/2 (voir Cor
1.28), on a un équivalent intégral de ||b]|¢a :

1
I w2llse [ (87) /12

5 1
<[ i
n>0 La/2(ds)
) 1
2 q/2 a
= / (Z )\n/ t22n dp(t) A s)‘"') ds
0 130 [0,1)

Al (/[O 2 /\;{Jrl(stz))‘"du(t))q/?dS) .

) >0

241

D’apres le Lemme 1.30, on peut exprimer la quantité ) -, Aj (st?)*» pour tous s,t €

(0,1), et on obtient :
1
1 q
du(t q/2
|50 / (/ n )2+1> ds
0 [0,1) (1 — st)a

car pour tout s,t € [0,1], on a (1 — st) < (1 — st?) < (1 + st)(1 — st) < 2(1 — st). O

||Ju’2

Notons que le critere précédent est le méme pour toutes les suites A lacunaires et sous-
géométriques. En particulier, on obtient alors une caractérisation des mesures telles que J,, 2
est un opérateur de Hilbert Schmidt dans cette classe de suites A.

Corollaire 3.49. Soit A une quasi-géométrique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Juz2 est un opérateur de Hibert-Schmidt ;

1
(ii) ——dp < +o0;

Démonstration. En appliquant la Proposition 3.48 dans le cas ¢ = 2, on a une estimation
intégrale de ||J, 2]|s2, et le théoreme de Fubini donne directement :

1

ds 1
fon [ [ S = [
s teo,ny Jo (1 —st)? o1 l—t

||J#,2

88



3.2.4 Exemples

Dans cette partie, nous présentons deux exemples qui montrent d’une maniere construc-
tive, qu'en général ensemble des mesures de Carleson de M} dépend de p, et pas seulement
de A. Les constructions sont inspirées de [43].

Exemple 3.50. Soit p € [1,+00). Nous allons construire une suite lacunaire A et une
mesure g sur [0,1) tel que

(a) Jyu,q n'est pas borné si g € [1,p];

(b) J,,q est compact si g € (p, +00).

Démonstration. Rappelons que A ne peut pas étre une suite sous-géométrique. Nous allons

considérer une mesure y positive de la forme g = > ¢y, , avec (zg)i € (0,1) et (e ) € Ry
k>2
Soit A2 =1, et (A,)n>2 une suite satisfaisant :

Vn >3, A\, >nPTiA, 1.

Pl 1
Pour tout n > 2 on pose ¢, = %g(n) et x, = exp ( - O’i(n)) On a donc d’une part :
A 1 ¥ A 1) A/ 4o
x," = - De plus, pour n,k tels que n > k, on a z;,» = (E) . Vérifions tout d’abord

que g ne satisfait pas (B)) :

Ao | #Pdp =" Ncpap
[0,1) k>0

A
> Apcpabin

= log(n) — +oo.

thn
Ainsi on obtient sup ”)l\w
n>0 ([t lp
tout ¢ > p, on a:

= +o00, et donc J,, n'est pas borné. D’autre part, pour

An An An An
An tiMdy = Z A CkZ™ + Apcprdi + Z Ancrzi™.
[0,1) k<n k>n

Nous allons controler ces trois termes un par un. Le premier tout d’abord :

> Mgz =" log(k’)k”i\\—n

k<n k<n k

An

132 log j An s L5 1
— < ML (i .
(kq) = (?;qu—p) > )\k(kﬂ)

k<n

Comme k > 2 et )\i’il — 400, ce terme tend vers 0 quand n — 4o00. Pour le terme n = k,
log(n)

on a : \,c,rdtn = na—7 — 0 quand n — +o0o. Dans la derniere somme, d’apres zx < 1 on

obtient :

+oo too
kP log(k log(k An
Z)\nCEZ’\"Ck < Z A, ;g( ) < Z og(k) %
k>n k=n-+1 k k=n-+1

log(n) = An
< —— — — 0.
~ n l;z )\k -

Ainsi, p satisfait (bq), A est lacunaire, donc d’apres le Théoreme 3.40 on obtient J, , est
compact pour tout r > ¢. Il est donc clair que pour tout ¢ > p, J, 4 est un opérateur
compact. O
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Exemple 3.51. Soit p € (1,400). Nous allons construire une suite lacunaire A et une
mesure p sur [0,1) tel que :

(a) Ju,q n'est pas borné si q € 1,p);
(b) J,.q est compact si ¢ € [p, +00).

Démonstration. Nous allons encore prendre une mesure p de la forme p = 3 ¢x0y, . Soit

k>2
A = (Ap)n>2 tel que A2 = 1, et pour tout n > 3, on a A\, > ppmax{pp’} N Soit ¢, =
n? log(n)
et x, = exp(— . On a donc 2 = L et pour tous n, k tels que n > k, on a
An 10g(n) n Xp( )\n ) n n p ? q =

1 An
1:2 = (E) ™ Soit g € [1,p). Nous vérifions que p ne satisfait pas (By) :

nP—q

An trdy > /\ncnx‘}f‘" =

— +00.
[0,1) log(n)

Ainsi J, 4 n’est pas borné. D’autre part, nous allons montrer que la suite (D, ,(1)), tend
vers 0 quand n — 400 :

1 1 p—1
Do) = Y Nz (AL
jEN k
1 1 p—1 1 1 4
g)\ﬁcnx;\ﬂ(Z)\gfo’“) +Z)\£cjx;‘"(1ix_)p,

k j#n J

d’apres le Lemme 1.30. Nous allons d’abord majorer le second terme. Si j > n, en utilisant
x;‘" <letl—zx;> lo)\ﬁ (d’apres I'inégalité de convexité 1 — exp(—u) > u), on obtient :
J

. 1\ Y
P .. A'n, P pi‘] _—
DM (1_:6],) Sy An 1+

j>n

1
S -7197
j>n‘7

>|>
s

2 )
car A; > jP A;_1. Donc ce terme tend vers 0. Pour les termes j < n, comme x?" = (%) i,
on obtient :

1
Y

1 1 4P o \F
Sniead ()T < SN ()Y
L= AiNI7 log()TY

j<n

n
)\nfl

Pour majorer la partie “5 = n”, on coupe la somme sur k en trois.
1 1 p—1 1 1 p—1
A2 cpain ( E A xﬁ’“) <AL epzdn ( E AL m;\L’“) + AnzPree,
k k<n

1 N 1 N p—1
+)\£cnxn"< E )\,fxn’“)
k>n

et comme j > 2 et — 400, ce terme tend aussi vers 0 quand n — +oo.
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Pour les termes k < n, comme x,, <1 on a :
1 1
1 1 p—1 — by o 1
P An P Ak <L E P < p—1 n—1 —
A Cnn <Z>\kx") Nlog ( A ) ~ ( An Sn7
k<n k<n—1

1

ey 0. Enfin, pour la

’
comme A, > A,_1nPP . Pour le terme n = k, on a )\nsz‘"cn =

s/ .
somme sur les k > n, on a I)"‘ (n) K/ " et on obtient :

M (S )" 5 o (T A()

k>n

IN
—
—
y‘y
3 e
N~—

3 =

—
S|
N——

]

3

|
_
N—
]

|
-

)\nJrl

et cette expression tend vers 0 car — +00

n
Ainsi, la suite (D, (1)) tend vers 0 quand n — +o0o. Comme A est lacunaire, on peut
appliquer le Lemme 3.39, et donc les nombres d’approximation de J,, 4 tendent vers 0 quand
n — +00. Ainsi on obtient J, , est compact pour tout g > p. L]
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3.3 Mesures de Carleson quand A est quasi-lacunaire

Dans cette partie, nous supposerons que A = (\,,)n>0 est une suite quasi-lacunaire, c’est
a dire qu’il existe une extraction (ng)r C N telle que :

sup (nkﬂ - nk) =N < +o0,
n

et il existe r > 1 tel que
Vk eN, Apt1 2> 1A,

Les résultats de cette partie ont été obtenus en collaboration avec P. Lefevre et V. Munnier.
Ils apparaitront dans une publication future.

3.3.1 Espaces de Mintz quasi-lacunaires

D’apres le théoréme de Gurariy-Macaev, M} est isomorphe & P lorsque A est lacunaire.
Cette propriété se généralise pour les suites quasi-lacunaires, c’est a dire les unions finies
de suites lacunaires. Cette classe de suites a été introduite par V. Gurariy et W. Lusky
dans leur livre [31]. Pour étudier ces espaces de Miintz, nous définissons les décompositions
suivantes :

Définition 3.52. Soit A = (\,);"% une suite quasi-lacunaire. Soit (nj); une extraction a

. . . An -
écarts bornés telle que infy>g %“ > 1 et N = supy(ngy1 — nk) < +oo. On définit une

T

suite d’espaces (Fj)r, C M} par :
F, = S’pan{ th, je {nk+1,.. .,nk+1}},

ils dépendent de lextraction (ng)g. Pour tout k € N, on a dim(F}) < N.

Remarque 3.53. Si A est une suite quasi-lacunaire, on peut toujours trouver une extraction
(An, )k telle que on a

a) inf 7/\7““ +1

>1;
k>0 A, ’

A
b) sup —**L < 4o00;
k>0 Anj+1

¢) N =sup;> (nkH — nk) < 0.

. Angtl N .

En revanche, la suite ( Tkt ) ., peut prendre des valeurs arbitrairement grandes si A n’est

Nk
pas sous-géométrique.

. .
log (4;) t
° L]
L] * * T
. * 7 1
(L S R L R L Nge+2

FIGURE 3.2 — Illustration des sous-suites (An, )k
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Quand A est quasi-lacunaire, c’est une union finie d’ensembles qui satisfont la gap-
condition (voir Prop. 1.22). D’apres le théoréme de Clarkson-Erdds, on peut écrire toute
fonction f € MY sous la forme

£ =3 fl®),
k>0
pour presque tout ¢t € [0,1). Le résultat suivant est beaucoup plus précis a propos de la
décomposition (F ).

Théoreme 3.54. [31, Th.9.3.2] Soit A une suite quasi-lacunaire et p € [1,400), alors il
existe C1,Co € R tel que :

(Ssl) < [ Ya] = ea( S hdz)’
keN keN keN

pour toute suite finie fi € Fy.

Remarque 3.55. 1) Le Théoreme 3.54 signifie que la suite (F}) est une FDD (pour “fi-
nite dimensional decomposition”) de M} : c¢’est une notion qui généralise la notion de
base dans un espace de Banach. D’apres le Théoreme 3.54 et la borne uniforme des
dimensions des espaces Fy, M} est isomorphe & @, (Fi, || . [|p), et donc & €7 si A est
quasi-lacunaire. Les auteurs ont aussi démontré un résultat analogue au Th. 3.54 pour
Mg° quand A est quasi-lacunaire (voir [31, Th. 9.3.1]).

2) I. Al Alam a obtenu une estimation du méme type pour des suites A de la forme
A = Upsolaw,2ak, ..., (k — Dag, kay}, o (ar), croit tres vite (voir [3, Th. 3.2]). Il
obtient ainsi un résultat de décomposition de M} pour des suites A qui ne sont pas
quasi-lacunaires.

Dans leur article [18], I. Chalendar, E. Fricain et D. Timotin présentent une méthode
pour étudier les mesures de Carleson des espaces de Miintz quasi-lacunaires : il faut étudier
plus précisément le comportement des fonctions (f;) € Fy. En fait, nous allons montrer
que les fonctions (fi ) et les fonctions (apt* ), satisfont, & des constantes pres, les mémes
inégalités de comparaison entre leurs normes || . || €t || . ||,

Lemme 3.56. [31, Cor. 8.1.2] Soient S = (sn)nen une suite strictement croissante et m € N.
Alors on a :
vte [0,1), 1O < 2m (™)™ £,

pour tout polynéme avec m termes de la forme f(t) = >, a,t5» € M(S).

Démonstration. On applique le Corollaire 8.1.2 de “Geometry of Miintz spaces and related
questions” ([31]) avec la suite f; = B2 = -+ = By, = 1/m, on obtient :

vee 0,1, 1F@1<2( 3 ")l
n=1

< 2m(t"")| f|oo-

Nous aurons aussi besoin de la célebre inégalité de Newman :

Théoréme 3.57. [13, Th. 6.1.1], [31, Th. 8.2.1] Soient S = (s,)nen une suite strictement
croissante et m € N. Alors on a :

vie 0,1, 16O <9( 3 50) 1o

n=1
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pour tout f de la forme f(t
2
3

Enfin, nous énongons une simple application du théoréme des accroissements finis. C’est
la généralisation naturelle de [18, Lemme 5.4] pour p € [1, +00).

~—

=>"  apt*m € M(S). De plus on a aussi :

sj) < sup M S9(§:S]‘)-

em(ny Il -
T - =t

1

Lemme 3.58. Soit f une fonction de classe C' sur [0,1]. Alors on a :

| Fllo
1) Si 1 loe < 2/ flloes alors on a: ||f], > — Ll .

(2 +1)”

1+1
[[flloe ”
1 I
P+ D)7 f]l%
Démonstration. Soit M = ||fllec = |f(z0)] et D = ||f'|lcc- Si D < 2M (le premier cas),

alors 'un des intervalles [z, zo + 1] ou [zg — 3, 2] est inclus dans [0, 1]. Disons que c’est
[xo — 3, 0] C [0,1], alors on a pour tout ¢t € [zg — 3, o) :

2) Si|[f'llcc > 2l flloos alors on a : |||, >

f(t) Z M — (SC() — t)D Z M — 2M(£E0 — t),
et on obtient donc

! 3
/ |f()Pdt = M”/ (1 — 2u)Pdu = _ME
0 0

2(p+1)
Supposons maintenant que D > 2M. Alors au moins I'un des deux intervalles [xg, z¢ + %]
ou [zg — 2, 2] est inclus dans [0,1]. Disons que c’est [zo, 2o + 25 C [0, 1]. Alors pour tout
t € [zo, o+ %], on a f(t) > M — (t — x0)D, et on obtient donc :

1 M
5 D MpH
t pdtZMp/ 1— —uwWPdy= ——— .
/Olf()l [T o= 5o

O

Nous pouvons maintenant établir I'estimation clef qui va nous servir pour étudier les
mesures de Carleson des espaces de Miintz quasi-lacunaires.

Théoréme 3.59. Soient A une suite quasi-lacunaire, p € [1,4+00). Avec les mémes nota-
tions que dans la Définition 3.52, il existe une constante T qui ne dépend que de A et p
telle que :

Yk € NV € Fi [l filloo < 7aN(2, I el

= N1

Démonstration. Soit k € N et fr € F, = M(Ag). Si || f}|loo < 2 fk]loo, on a :

I flloo < 200+ 1)2]l filloos

d’apres le Lemme 3.58, et ainsi ’estimation est valide dans ce cas. Dans le cas contraire, si
Il filloo > 2| fxlloo, le Lemme 3.58 entraine :

I£elBE < (0 + Dl FellBl] fill oo (3-3)
Comme la suite (A, — 1),, est une union finie de suites qui satisfont la gap-condition, les
normes || . ||oo €t [ . [|[1/2,1) sont équivalentes sur M (A —1) d’aprés la Proposition 1.19. Ainsi

il existe une constante C /5 > 1 telle que pour tout g € M(A — 1),

l9lloc < C1j2 sup |g(t)]-
te[1/2,1]
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On obtient pour tout f € M(A) :

[tf)llec = sup [tf'(t)]
te(1/2,1]
1 /
25 sup |f(t)]
te[l1/2,1]

Loy
&l e

V

En appliquant cette inégalité pour f = fi, et d’apres 'inégalité de Newman on a :

[fillee < 2C1 21t fit)lloo

Nk+1

<18Cn( Y A) Il

j=ngr+1
S 1861/2N)\nk+1 ||fk||0°

En combinant cette inégalité avec (3.3), on obtient :
1 felloo < TaANE I fillp,

oty =((p+ 1)1801/2N)1/p ne dépend que de p et A. O

3.3.2 Caractérisation des mesures de Carleson de M}

Nous montrons maintenant que les mesures sous-linéaires sont des mesures de Carleson
de MY si A est quasi-lacunaire, a 'aide des inégalités démontrées partie qui précede.

Théoreme 3.60. Soit A une suite quasi-lacunaire et p € [1,+00). Alors toute mesure sous
linéaire est une mesure de Carleson de M.
Si de plus A est sous-géométrique, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) p est une mesure de Carleson de MY ;
(ii) w est sous-linéaire.

Dans ce cas, il existe deux constantes dq,ds qui ne dépendent que de A et p telles qu’on a :

1 1
diflulls < 1Jupll < daflells-

Démonstration. Supposons tout d’abord que A est sous-géométrique et quasi-lacunaire. On
a directement le sens (7) = (i) et I'inégalité de gauche, d’apres le Corollaire 1.62. Il ne reste
qu’a montrer l'inégalité de droite. Soit x une mesure sous-linéaire et (fx) € Fj une famille
finie et f =", fr € M(A), ol (F})) est la suite de sous espaces de M} définie en Déf. 3.52.
D’aprés le Lemme 3.56, on a pour tout ¢ € [0,1) :

Joo |05 @7 [ (el )

k>0 k>0

< Vplls [ (0 Wil (1)) et

0 “r>o0

d’apres le Lemme 1.60, car la fonction ¢ — ( > k>0 1fxlloo (tl/N)A""‘ )p est croissante, positive
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et de classe C! sur [0,1). On obtient :

1 1 P 1
132 5 = 2600 () (i) 20 )’
>0 (1) 0\
144 » ! v O\P L\
<Nl ([ (X Ifullte) )
0

k>0

11
= 2N |l 5

fk”oot)\"k
p

< 2N1+%H#”%C2(Z ||fk||go)%
= S e )‘mc )

d’apres le théoreme classique de Gurariy-Macaev dans le cas lacunaire. En appliquant suc-
cessivement le Théoreme 3.59 et le Théoreme de Gurariy-Macaev quasi-lacunaire 3.54, il
existe une constante 75 et une constante C'; > 0 telles que :

(Z55 sn(Z b’

k>0

A
< (su 7%“) = .
< m(sup 5t )" Il

Comme A est sous-géométrique, on pose M = sup,, :\L“ et on obtient :

i 1
£ llLeg < 2N'F5 ||ul|E Cora MN/P| £,

et ainsi y est une mesure de Carleson de M ﬁ Supposons maintenant que A est seulement
quasi-lacunaire mais pas pas sous-géométrique. Il existe une suite sous-géométrique A’ qui
contient A et qui est elle aussi quasi-lacunaire (voir la preuve de [31, Th. 9.3.3] pour plus de
détails). Comme MY, contient MY, et d’apres la premiere partie de la preuve, il existe bien
une constante C' > 0 telle que || f[|1»(.) < C|fl, pour tout f e M. O

Nous pouvons trouvons aussi une condition suffisante de compacité.

Théoréeme 3.61. Soient A une suite quasi-lacunaire et p € [1,400). Alors pour toute
mesure sous-linéaire évanescente p, Uopérateur J,, , : M} — LP(p) est compact.
Si de plus A est sous-géométrique, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) le plongement J, , : MY — LP(u) est compact ;
(ii) w est sous-linéaire évanescente.

Dans ce cas, il existe deux constantes dq,ds qui ne dépendent que de A et p (mais pas de p)
telles qu’on a :

1 1
i tim a5 < Iuplle < ds i la, 3.
ot Ax = (1 —1/k,1).

Démonstration. Supposons pour commencer que A est quasi-lacunaire et sous-géométrique.
Pour k£ € N, on définit les mesures pp = pjjo,1-1/8), K = Hj(1—1/k,1), €t les ensembles
A = (1 —1/k,1). Comme le support de p est un compact de [0, 1), Popérateur J,, , est
compact pour tout £ € N. Comme les mesures iy, sont les restrictions de p sur des ensembles
qui se concentrent en 1, elles donnent une information sur la norme essentielle. D’apres le
Corollaire 1.51 on obtient :

[ nslle = Tim |7,

u;,p”v
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car Jy: p, = RpJyup avec les notations du Corollaire. En appliquant le Théoréme 3.60, on
peut controler la norme de J/ ,,, et on obtient :

1 1
di lim [lull§ < 1uplle < dz Tim )13,

et en particulier, J, , est compact si et seulement si p est sous-linéaire évanescente. Comme
pour la preuve du Théoréme 3.60, si A n’est pas sous-géométrique on peut raisonner sur MY,
pour une suite sous-géométrique A’ qui contient A. Alors J, ,, : M} C LP(u) est la restriction
de J,, p : M}, C LP(p) et il est donc compact si p est sous-linéaire évanescente. O
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Chapitre 4

Opérateurs de Cesaro
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Dans ce chapitre final, nous étudions les opérateurs de Cesaro suivants :

Définition 4.1. On définit l’opérateur de Cesaro qu’on note I', par :

1 x
N =5 [ fea
T Jo
pour toute fonction f € L .([0,1)), et pour tout = € (0,1). De méme on définit ’opérateur
de Cesaro discret, noté -y, par :

1 n
’Y(u)n = ﬁ ;uka

pour tout entier n € N*.

4

Les opérateurs I' et  ci dessus ne sont pas encore de “vrais opérateurs”’, mais nous les
définirons entre différents espaces de fonctions pour les étudier comme tel. Par exemple,
I'inégalité de Hardy permet de les voir comme des opérateurs sur L? et /P :

Théoreme 4.2. [33, Th. 326 et 327 p.240] Inégalités de Hardy.
Soient p € (1,+00], f € LP, et u = (up)n € ¢P. Alors on a :

Pl < (GE I et @l < (525 ) el

De plus, la constante p’ = p%l est la meilleure possible.

L’inégalité de Hardy permet de définir les opérateurs de Cesaro I', : LP — LP (par
F=T(f) vp : 2 = P (par us y(u)) et v, : £2 — P (par u +— ~y(u)), lorsque p > 1. Nous
nous intéresserons a leur norme essentielle.

Nous étudions aussi les espaces de Cesaro Ces, (resp. ces,) définis comme 1'ensemble
des fonctions f (resp. suites u) telles que T'(|f|) € LP (resp. v(Ju|) € ¢P). Les résutlats de
ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec 1. Al Alam, G. Habib, P. Leféevre et F.
Maalouf et apparaissent dans article [6].
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4.1 Espaces de Cesaro

Dans cette partie, nous travaillons dans les espaces de Cesaro. Tout d’abord, nous
établissons des inégalités utiles dans ces espaces, puis nous démontrons un théoreme de
Miintz dans les espaces de Cesaro, avec toute une série d’inégalités qui nous permettent
d’étudier les espaces de Miintz-Cesaro.

4.1.1 Définition et propriétés immédiates
Nous définissons les espaces de Cesaro de la maniere suivante :

Définition 4.3. Pour p € [1,+oc0] l'espace de Cesaro noté Ces,, est I'ensemble des classes
de fonctions f : [0,1] — C mesurables, qui satisfont :

1 T p %
I fllcw) = {/0 <i/0 f(t)|dt> dw} < 400 sip < +oo

1 [* )
[ fllo(eo) = sup */ If(O)]dt < +00  sip= +oo.
ze(0,1] L Jo

ou bien

En d’autres termes, Ces, est I’espace des fonctions mesurables f telles que I'(|f|) € L?, et
il est muni de la norme || f|lc(p) = [IT(|f])|lp- L'espace Cess est parfois appelé ’espace de
Korenblyum, Krein et Levin. De méme, pour p € (1, 00], on définit I’espace de Cesaro discret
ces, comme 'ensemble des suites complexes z = (xy)r>1 telles que

1

[e’s} n Pl

1 .

|zl = [E <n E |xk> ] <oo sil<p<oo
n=1 k=1

ou bien
n

1 .
x zsup(— Tk <oo> S1 p = oQ.
|| ”c(oo) Sen \n ]; | |

On pourra consulter les articles [1, 10] pour des résultats récents dans ces espaces. Voir
aussi le monographe [29] dans lequel les espaces de suites ces, sont étudiés pour p > 1. L’au-
teur établit des résultats de factorisation dans ces espaces et exhibe des normes équivalentes
a la norme || . [|.(p). On trouve aussi dans la littérature des espaces de fonctions de Cesaro
sur [0, +o00], mais nous n’allons pas nous y intéresser dans ce mémoire.

Remarque 4.4. Quand p = 1, ces espaces ne sont pas trés nouveaux : notons d’une part
qu'on a ces; = {0} & cause de la divergence de la série harmonique. D’autre part, I’espace
Ces1([0,1]) est un espace L*(w), ot le poids w est défini par w(t) =log(1). En effet on a :

[flleqy = /01 (% /0 |f(t)\dt)dx
! L dx
= [ [ e
- / ()] og(1/)dt.

Par ailleurs, pour p € (1, +00], 'inégalité de Hardy (voir Th.4.2) garantit que pour tout p > 1
'espace de Cesaro Ces), contient contintiment L : pour f € L” on a ||I'(|f])|l, < p'||fllp- De
meéme, 'inclusion ¥ C ces,, est bornée pour tout p > 1.
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La proposition suivante nous donne des informations sur le comportement des fonctions
des espaces de Cesaro.

Proposition 4.5. Soient p € [1,4+00] et a € (0,1). Alors les inclusions suivantes : C C
Ces, C L'([0,a]) sont bornées. De plus si p est fini on a :

vf e Ces,. [ Il < (bb)/( / () @) i)

pour tous a,b satisfaisant 0 < a < b < 1.

Démonstration. Pour f € C, on a clairement [|f||c@) < || f|loo. D’autre part toute fonction
f € Cesyo satisfait || f||c(ooy > T'(|f])(1) = || f]l1. Supposons maintenant que p est fini. On a

alors :
’ P o b 1 r p
[ wism@ya= [ ([ 1i) a

> L ab ([ 15idr)”aa

(b—a)
bp

L’inégalité annoncée est démontrée, et en 'appliquant pour b = 1 on obtient

>

IA1Z o,

1
e fllow:

<
1 fll L (0,0 < )

O

Nous démontrons maintenant un résultat de densité dont nous aurons besoin pour for-
muler le théoreme de Miintz dans les espaces de Cesaro.

Théoreme 4.6. Soit p € [1,400) et Cx lespace des fonctions continues sur [0,1] et @
support compact dans (0,1). Alors Cx est dense dans Ces,. Ceci est fauzr si p = 400 car
Uespace Ceso, n'est pas séparable.

Démonstration. Dans le cas p = 1, d’apreés la Remarque 4.4 I'espace Ces; est un espace
L'(w), ot w est le poids donné par w(t) = log (1). L’application

v L' — LYw)
NS ey

est une isométrie surjective de L! vers L*(u). De plus on a ¥(Cx) = Ck, et comme Cx est
dense dans L! on obtient le résultat pour p = 1. Fixons maintenant p € (1,00) et € > 0 et
f € Ces,. Comme I'(|f]) € L?, il existe § € (0, 3) satisfaisant :

(/025 (F(|f\)($))pdx)% <e et </115 (F(|f|)(x))pdx)% <.

D’apres la Proposition 4.5, on a f € L'([0,1 — d]), et par densité, il existe une fonction ¢
continue sur [, 1 — d] telle que p(d) = p(1 —3) =0, et ||f — ollz1((5,1-6)) < 517" ¢. De plus,
en appliquant I'inégalité de la Proposition 4.5 avec a = § et b = 24, on obtient :

26 20 P % 1
o < 23 ([ CUM@)"d)" < 267e.
ér MJo
En prolongeant ¢ sur [0, 6] et sur [1—6, 1], par la fonction nulle, on a donc || f — || 1 (j0,1—4]) <

361/7¢. Nous allons estimer la quantité || f — ¢llc(p) en séparant l'intégrale en trois. D'une
part, comme ¢ est nulle sur [0, d], on a :

0 )
| @ = eh@yar= [ eusme)as <
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d’apres le choix de §. De plus, on a :

[ s ey = [ 5[0 - eoa) e

)
1=6 g0 1-6 P
<([ SN[ ro-eom)
1 p
< m”f - <PHL1([0,1—6])
< B
<o

Enfin pour le dernier terme, comme ¢ est nulle sur [1 — §,1] on a :

/11—5 (F(|f_so)(x))pdx:/1i5;(/01_6f(t)—@(t)|dt+/1:|f(t)|dt>pd$
<AiM;?<WL*”3wu5D+(ﬁw5ﬂmﬁy>dx

g([lﬁg@ww*+ﬁﬂlaﬂﬂuw

_5 I
(6e)PoP—1 »
Sona-opr TN

d’apres le choix de 4, et en utilisant § < % On obtient donc :

I =elew = ( [ (0 - o) ds)

(3e)P (6e)PsP—1L
=1 Gona-op

=

< (6”4—

+ (25)p)
< Ck,

et donc C est dense dans Ces,. La non-séparabilité de Ces,, est déja connue, mais nous
allons la justifier avec un argument court. Soit (I,),>2 la suite d’intervalles disjoints définie

par I, = (m, %} . Alors on définit 'opérateur ® suivant :

>~ — Cesso
@ .

a — > a,l; .
n

Pour toute suite bornée a = (ap)n>2 € £, on a :

2@}l = supT(2(0)) ()

el e
> sup (n/ an| — ||a 2007)
n>2 1/(n+1)! (n+1)!

Ainsi, @ satisfait :

oo n—1
Va € £, Sl;lg( 1Ianl) < [[@(a)llc ooy < Nlallee=,

n>2 N+

c’est un isomorphisme de ¢*° vers un sous-espace de Ces,, qui n’est donc pas séparable. [J
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4.1.2 Théoreme de Miintz dans les espaces de Cesaro

En utilisant uniquement les théoréemes de Miintz dans C et dans LP, nous démontrons
un théoreme de Miintz pour les espaces de Cesaro. Rappelons que pour une suite croissante
A = (\)n les mondmes (yy,), définis par y,(t) = t* sont dans l'espaces de Cesaro Ces,,
pour tout p € [1,+00], et on a :

HynHC(p) = ()‘n + 1)_1(p)‘n + 1)75'

Théoréme 4.7. Soient A = (A\;)72, € Ry une suite strictement croissante et p € [1,+00).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’espace M(A) est dense dans Cesy, ;

(i) L’espace Span{l,z*0 x* ...} est dense dans l'adhérence de C dans Cess ;

1
(#i) La suite A satisfait Z == +o00-

n>1 n

Démonstration. Supposons tout d’abord que A satisfait >, -, 1/Ax = 400 et fixons une
fonction continue f sur [0, 1]. D’apres le théoreme de Miintz dans C, il existe une suite de
polynomes (f,)n, € Span{l,z* 2* ...} qui converge vers f dans C. Comme l'inclusion
C C Cesy est bornée on obtient directement : | fn, — fllc(eo) < Ifn = flloo — 0 quand
n — +o00. Ainsi 'espace Span{1,z*°,2*1 ...} est dense dans I’adhérence de C dans Ces.,,
et on obtient le point (i44) = (7).

Supposons encore que y_, -, 1/A\; = +oo, et fixons maintenant p € [1,400) et g €
(p, +00). D’apres le théoreme de Miintz dans LY, il existe une suite (f,), € M(A) telle que
Il fn — fllg = 0 quand n — +oo0. On obtient :

[ = Fllew) = IT(fn = Dl
< IT(fn = fDlq
<d|lfa—fllg =0,

d’apres 'inégalité de Hardy. D’apres la densité des fonctions continues (voir Th. 4.6), M(A)
est dense dans Ces, et on obtient (iii) = (¢).

Pour la partie “seulement si”, supposons que A satisfait >, 1/A, < 400 et fixons
p € Ry \ A. Alors pour tout a € (0,1) et pour tout polynéme de Miintz f € M(A), on a :

2" = fllew) = (1 —a)?[|z" = fllz1(o.a)
1
=a(l—a)? / l(au)" — f(au)|du
0

1
>(1—a)va*™ inf ||zt — .
> (1= @ie e gl

D’apres le théoreme de Miintz dans L' (voir le Lemme 1.4), on a infyeps(a) |2 — gll1 > 0
et alors, M (A) n’est pas dense dans Ces,,. O

Remarque 4.8. 1) Méme lorsque A satisfait la condition ) -, 1/A, = 400, il faut sup-
poser que 0 € A pour approcher les fonctions constantes avec des polynémes de Miintz
dans Cesso. En effet, si f € Co, alors |1 — fllcwe)y > [T'(|1 = f])(0)] = 1. Mais ce
probleéme n’arrive pas dans les espaces Ces, pour p € [1,+00). Avec une variante de la
preuve précédente, le Théoreme 4.7 reste valide pour une suite A C R* | en remplagant
Span{1,t* ...} par M(A) et en remplacant C par Cy dans I’assertion (ii).

2) Nous aurions pu appliquer le Théoréme 1.10 pour obtenir ce résultat (voir Ex. 1.11).
En effet, dans le livre [31], les auteurs démontrent un théoreme de Miintz pour certains
espaces ayant la propriété de blow-up, et ce résultat s’applique dans les espaces de
Cesaro. De plus, ils obtiennent les analogues des Prop. 4.11 et 4.12 que nous allons
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voir dans la suite, dans ces espaces plus généraux. Mais comme pour notre preuve
du Théoreme 4.7, on peut retrouver la plupart des estimations voulues dans Ces, en
utilisant les inclusions bornées :

C C Ces, C L'(]0,q]),
pour tout @ > 0, et en utilisant les mémes estimations dans L' et dans C.
Nous définissons maintenant les espaces de Miintz-Cesaro.

Définition 4.9. Soient p € [1,4+00] et A = (\,)n>0 une suite qui satisfait la condition de

Miintz : 1
Z )\7 < —|—OO7

n>1 n

et la gap condition :
irﬁfo ()\n+1 — /\n) > 0.

On définit [’espace de Miintz-Cesdaro space Mf(p ) comme P’adhérence de M (A) dans Ces,,.
C’est un sous-espace strict de Ces,.

Avant toute chose, nous signalons que ’espace MAC(OO) est isomorphe & M}.

Proposition 4.10. Soit A une suite satisfaisant la condition de Miintz et la gap-condition.
Alors les normes || . ||c(so) €t || - [[1 sont équivalentes sur M(A).

Démonstration. La minoration est vraie en toute généralité : pour toute fonction g € Cesyo,
on a

IT(gD e (o) = 3&Hﬂﬂﬂ@2IHMXD=HNL

Pour démontrer la majoration, on utilise une inégalité de type Chebychev dans M} : d’apres

la Proposition 1.16, il existe une constante C /o qui ne dépend que de A telle que pour tout
feM(A),ona:

sup |f(t)] < Cyallfll1-
t€[0,1/2]

Alors on obtient :

1 [* 1 [®
u — d u — d
1floee < sup / F(®)ldt+  sup / F()lde

z€[0,1/2] ¥ z€l1/2,1] ¥
< Crpallflly + 201 £
O

Le résultat suivant est I'analogue du théoreme de Clarkson-Erdés pour les espaces de
Miintz-Cesaro.

Proposition 4.11. Soient p € [1,4+00) (resp. p = 4+00) et A = (A\p)7,, une suite satisfai-

sant la condition de Mintz et la gap-condition. Alors pour toute fonction f € Ces, (resp.
—Cesoo . . , .
fec “ ), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f e MO,

(i) 1l existe une suite (an)n € C telle que la série entiére
. o0
fla) =" ana™,
n=0
converge uniformément sur tout compact de [0,1), et f: f presque partout.
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Démonstration. Pour la partie (i) = (i), nous considérons une fonction f € M/(\J(p ). Par
définition il existe une suite de polynémes de Miintz (f,,), € M(A) qui converge vers f dans
Ces, quand n — +00. On obtient :

IT(fn) =Ty < TS0 = FDllp = [ = fllew)-

Comme T'(f) est la limite dans LP (ou dans C) d’une suite de polynomes de Mintz, on a
I'(f) € M}. D’apres le théoreme de Clarkson-Erdos dans LP et dans C (Th. 1.14), il existe

une suite b, € C telle que lim sup |bn|ﬁ < 1, et qui satisfait :
n—-+oo

Vo € [0,1), T(f)(x) = buz*.

D’autre part, on définit f(z) = >, bn(A, + 1)az*». Cette série converge uniformément sur
tout compact de [0,1) car elle a le méme rayon de convergence que I'(f). On obtient donc
T(f)(z) = T(f)(z) pour tout = € (0,1) et d’apres Iinjectivité de la moyenne de Cesaro, il
ensuit ]?: f presque partout.

Pour la réciproque, nous reproduisons la preuve de [31, Cor. 6.2.4]. Bien que ce résultat
soit énoncé pour les espaces LP et Cy, la méthode requiert uniquement la densité des fonctions
continues et la propriété de blow-up. Ces deux propriétés sont satisfaites dans les espaces

N —Cesoo
de Cesaro Ces, et dans I’espace C .

. 5Cesoo . C e
Soit f € Ces,, (resp. f €C ) une fonction satisfaisant f(z) = >0 o ana pour tout
z € [0,1). Comme la série converge sur [0,1) et que la suite A satisfait la gap-condition, les

coefficients (a,, ), vérifient I'inégalité suivante : limsup,, ,, . |an %+ < 1. Pour une fonction
mesurable i sur [0,1) et p € (0,1), nous noterons h, la fonction définie presque partout par
h,(t) = h(pt). Soit (fim)m la suite de sommes partielles f,,,(t) = > i ant* € M(A). Alors
pour tout p € (0,1), on a :

O Janlot
_ < -
||fp (fm)p”C(P) = n:zm;l A+ 1 motoo

et donc f, € Mf(p). Fixons maintenant € > 0. D’apres la densité de C dans Ces,, si p < 400
(voir le Théoreme 4.6), et par hypothese si p = +o0, il existe une fonction continue g telle
que || f — glle) < e. Pour tout p € (0,1), on a :

Hf - fp”C(p) < pr - gp”C(p) + Hg - ngC(p) + ”f - QHC(p)

1
< (5 + IS = gllow + llg = gl

Nous avons utilisé ici la bornitude des opérateurs de blow-up C, : Ces, — Ces, définis
par C,(h) = h,. En effet, on a [|C,(h)[|cp) < %Hth(p) pour tout p € [1,4+00]. Comme
g est uniformément continue sur [0,1], on a lim,—1 (g — gyllcc = O et on obtient alors
lim, 1 || f — follo@) < 2e. Pour tout p € (0,1), on a f, € Mf(p), donc f € Mf(p). O

Le résultat suivant est une estimation analogue a la Proposition 1.16 pour les espaces
de Miintz-Cesaro : une inégalité de type Chebychev et une inégalité de type Bernstein.

Proposition 4.12. Soient p € [1,+00] et A = (Ay)n>0 une suite satisfaisant la condition
de Miintz et la gap-condition. Alors pour tout € € (0, 1), il existe une constante c. telle que

1 £ll0,1—2 < ccllfllew),

et une constante c. telle que
1 Mo.1-1 < Ll flle ),
pour tout polyndme de Mintz f € M(A).
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Démonstration. Soit € € (0,1). Nous fixons a € (0,1) et n € (0,1) tels que a(1 —n) > 1—e¢.
Pour tout polynéme de Miintz f € M(A), on définit f,(t) := f(at) € M(A). D’apres la
Proposition 1.16, il existe une constante Cy € Ry telle que : [|g'[|j0,1—n < Cyllgll1, pour tout
g € M(A). En appliquant cela pour la fonction f,, on a :

1
[ fllces, = (1 —a)? | fllz1(0,a])

= a(1 —a)7||falh
l—a)r, .,

> 0t e s
,(1—a)?

=a THf’H[o,au—n)]-
i

D’aprés le choix de a et 1, on obtient une constante ¢, qui satisfait I'inégalité de type
Bernstein annoncée. Dans le cas o A\g > 0, alors pour toute fonction f € M(A) on a
f(0) =0 et d’apres le théoréme des accroissements finis, on obtient :

t
1floas < sup /VﬂWSéM%W
tel0,1—e] JO

Si Ag = 0 alors pour f € M(A) de la forme f(t) = > byt* on a f(0) = by. Fixons
a € (0,1) et 6 € (0,1). D’apres le Théoreme 1.12, il existe K tel que pour toute fonction
gt) =, cpt? on a:

lcol < K5(1+8)™glh = Ksllg]ls-

Pour une fonction f =" b,t*, nous appliquons cette estimation & la fonction g = f, €
M(A) définie par fo(t) = f(at) =3, bpa* . On a:

=

Ks(1—a)”

K;
[F(0)] = [bo-a’| < Ksl|fallr = — Ilzqoay < -

I fllc)

et on obtient

1
Ks(1—a)7»
1loae < (F2—25 ) lew)-
O
Le résultat qui suit est ’analogue du Corollaire 1.18 dans les espaces de Miintz-Cesaro.

Corollaire 4.13. Soit A = (A\,)S2, une suite satisfaisant la condition de Mintz et la gap-

condition. Alors pour toute suite bornée ()22, € M/(\J(p), il existe une sous-suite (fn, )52,
qui converge uniformément sur tout compact de [0,1).

Démonstration. Soit (fy,), une suite bornée dans Ces,. Alors pour tout ¢ > 0, d’apres la
Proposition 4.12 la suite (f,,)n est bornée et équicontinue sur [0,1 —¢]. D’apres le théoreme
d’Arzéla-Ascoli, il existe une extraction (ny(g))x telle que (f,,(-)) converge uniformément
sur [0,1 —¢]. Ainsi, par récurrence, on construit une suite décroissante d’ensembles (S;);>1
d’entiers : N D 83 D Sy O - - -, tels que (fy,)nes, converge uniformément sur [0, 1—%]. D’apres
un procédé diagonal, on obtient alors un ensemble S tel que (f,), converge uniformément
sur tout compact de [0,1) quand n — +oo et n € S (pour plus de détails on pourra voir la
preuve du Corollaire 1.18). O
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4.2 Norme essentielle des opérateurs de Cesaro

Dans cette partie, nous calculons la norme essentielle des opérateurs de Cesaro (discrets
et continus) entre différents espaces de Banach & l'aide des résultats préliminaires établis
dans le premier chapitre.

4.2.1 Opérateurs de Cesaro classiques

Définition 4.14. Pour p € (1, +o0], on définit Popérateur de Cesaro :

7
Lo T,

1 T
ou pour tout = € (0,1), I'(f)(z) = f/ f(t)dt. De méme, on définit 'opérateur discret de
T Jo

Cesaro :
.{EP — P
TV ),

n

oty (i) = (Do)

k=1 "

Remarque 4.15. D’apres les inégalités de Hardy, I', et -, sont des opérateurs bornés
si p > 1. Plus précisément, on a ||| = p’ et ||7p|| = p’ (voir Th. 4.2). Par ailleurs,
les opérateurs I'; et +; ne sont pas bornés : en effet, on peut remarquer que la fonction
f(t) =t"tlog(t)~15 € L! satisfait I'(f) & L', et la suite (u,) = (n"'log(n)=15),>2 € ¢!
satisfait y((un)) & ¢*.

Nous calculons la norme essentielle des opérateurs I', et ,.

Théoréme 4.16. Soit p € (1,+00). Alors on a

ITplle = 1Tl = 2',

oup = ppj. En particulier, pour tout n € N, a,(I'y) =p'.

Démonstration. L’inégalité de Hardy donne la borne supérieure, on a :
HF;DHe < HFP” <y

Pour montrer la borne inférieure, nous allons appliquer le Théoréme 1.49 : il s’agit de trouver
une suite (h,,) dans la boule unité de LP telle que les I',(h,,) se concentrent sur des “petits
intervalles”. Définissons les ensembles Ay = [0,1/k] et la suite (hy), € LP par h,(t) =

(pz—:n)%t_%"’g”, ol €, — 0 quand n — oo. Pour tout n € N, on a ||hy||, < 1. Les ensembles

Ay, satisfont )\(ﬂAk) =0, et pour tout k € N, on a :

Yk 1 oo L P
p — I —;"rEn
T ) ) = | (x ISR dt) ”

1k p—l+pen
=pe / ——dx
n o (i—’—gn)p

(1/k)pen
(i + 5n)p'

Ainsi, pour tout k fixé on obtient liminf ||I',(hy)||Lr(a,) > p" et le Théoreme 1.49 donne la
n—oo

borne inférieure. O
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On traite le cas discret avec un méthode similaire, mais les calculs sont plus difficiles.

Théoréme 4.17. Soit p € (1,4+00), alors on a

Ivplle = 1l =7,
oup = p’%l- En particulier, les nombres d’approzimation de v, valent tous p'.

Démonstration. D’apres I'inégalité de Hardy, on a la borne supérieure :

Ivplle < llvpll <9

Nous allons montrer la borne inférieure en considérant une suite (a(™),, d’éléments de la

boule unité de P tels que les yp(a(m)) se concentrent vers U'infini. Pour € > 0 et m € N, la

suite a(™) = (a%m))n € (P est définie par :

0 sin<m
(m) _ 1 e
a = e)rm .
" % sin > m.
nrte

Nous allons tout d’abord estimer la norme de a(™ :

oo

m 3 1 e > 1
la™E, = (peym? S e~ (pe)mP /m e =1

nltPe moitoo
n=m

D’autre part, 'image V(a(m)) est donnée par :

0 sin<m
(m)y) — T R |
(’Vp(a ))n = (pe)»m S >
e ,C:Emk%ﬁ sin>m.

Rappelons que d’apres les comparaisons entre séries et intégrales de Riemann, on a :

1 b+1 1 (b + 1)1—5 _ al—B
2552 /a 2 -5 (1)

pour tous entiers b > a > 2 et tout réel 8 # 1. De plus si 8 > 1 on a aussi :

=1 +oo 1
1 </H —gda < T (4.2)

Nous estimons maintenant la norme de v, (a(™) :

1 (@™ )II5 =

- (pe)m?= _ (P)" Mmoo\ h-e\P

N Z (n+4 1)tHre (1 —ple)p (1 B (m) )
(pe)m? _ (p)" m_ e

2 Z (n+ 1)t+re (1 —pe)p (1_p(n—|—1) )

n=m
_ ) io (pe)ymP* X prem’ T
(1—pe)p \ &~ (n+1)ttee = (n+ 1)1+ps+p%—e ‘

n=m
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En appliquant 1'inégalité (4.1) quand b — oo et (4.2), I'expression ci-dessus se réduit a :

D pe 2 pet oy —e
(™) > 2 =) - - -
(1—-pe)p m+1 pet o —e \m+1

Quand € — 0 et m — 00, on obtient lim,, o [|7,(a™)||e» > p'. Soit Ay, = [k, +o0) NN et
By = a™) . D’une part on a () Ay = 0. De plus, pour tout k € N fixé, on a

vm 2k, (@)l = @) e,

car le support de 7,(a(™) est inclus dans N N [m, +oc). D’aprés le Théoreme 1.49 et en
prenant la limite quand m — 400, on obtient ||y,|le =p'. O

Nous traitons maintenant les cas ou p = +oc.

Théoreme 4.18. Soit 'y, : L — L lopérateur de Cesaro. Alors on a
||F00||e,w = HFOOHe = HFOOH =1
En particulier, a,(T's) = 1 pour tout n € N.

Démonstration. Tout d’abord, on obtient directement : ||Toolle,w < [[Toolle < [Tooll = 1.
Pour démontrer la borne inférieure, nous fixons € € (0,1) et nous allons définir une suite de
fonction (h(™),, € L™, telle que toute bloc-sous-suite de T'oo (h(™) est (2 — 2¢)-séparée dans
L*>. Alors, le Lemme 1.45 (i), entrainera [|[Tollew > 1 — €, et donc le résultat.

Soit € > 0 et (hy,), € Br= la suite de fonctions suivantes :

_ ipr <egh
hn(:v)z{ 1 sixz<e

1 six > e

_9gn
La suite H, := I'wx(hy,) satisfait H, = —1 sur [0,e"] et H,(z) = r/e six > e". Soit
x

(Hpm)m une bloc-sous-suite de (H,,), définie par H,, = Z ¢;H; (voir la Définition 1.43).
Jj€lm
Pour deux entiers k,[ avec [ > k, on a

1
N €
Hl(s)7172€—k2172s.

Soient m,n deux entiers tels ques m < n, et soit k = maxI,,. On a :

”ﬁn - Hm”oo > ‘ﬁn(ak) - ﬁm(gkﬂ

— ‘ Z clHl(sk) — Z chj(ak)’

lel, j€ln
SRS S )
lel, Jj€ILm
=2 —2¢.
Ainsi, on obtient bien ||Toolle,w > 1. O

La méme méthode s’adapte pour traiter le cas discret.

Théoréme 4.19. Soit vy, : £° — £ opérateur de Cesaro discret. On a

eollew = I17oolle = I17ooll = 1.

En particulier, tous les nombres d’approximation de Yo, sont égaux a 1.
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Démonstration. Les majorations sont immédiates, on a : ||[Yoolle,w < [Voolle < Vool = 1.
Pour démontrer la borne inférieure on suivra la démarche de la preuve du Théoreme 4.18.
Soient € > 0 et r € N tel que r > % Pour n € N, nous considérons la suite a™ g g
définie par a(™ = (afcn))keN*, ol a,(cn) =—1sik <" et a,(Cn) = 1si k > r". En notant

AM =y (a™) et A = (A™);en-, on a

—1 sie <r™
AW = g

¢ - sit>r™.
1

Soit (A™),, une bloc-sous-suite de A™ définie par AT = Z ¢; AV (voir la Définition

J€Im
1.43). Grace au choix de la suite, on a pour tous j, k tels que j < k :

. J
A —q 9l 51 9
T ’I’k
Soient m,n deux entiers tels que m < n, et soit kK = min [,,. On a alors :

A0 — Ao > | AT — AT

DS L

j€Ln lel,
>(1-2) ) =) al-1)
FELm lel,
=2—2¢.
D’apres le Lemme 1.45 (i), on obtient bien ||yoo|le,w > 1. O

Comme nous I’avons vu, pour tout p € (1, +oc], 'opérateur I', n’est pas compact, mais
la situation est différente quand on le restreint & un espace de Miintz M?F.

Remarque 4.20. L’opérateur de Cesaro a la propriété de stabiliser ’espace des polynomes
de Miintz. En effet, pour n € N et y,, € M(A) le monéme défini par y,(t) = t*, on a :

F(yn) = ()‘n + 1)_1yn € Span(yn)-

Ainsi, on peut ’étudier comme un opérateur F;} : MY — MY. Dans l'article 7], les auteurs
ont remarqué que l'opérateur “critique” suivant :
1
T, { My — Mg
foo— T,
est borné, mais qu’il n’est ni compact, ni faiblement compact. En effet, ils ont démontré qu’on
a: |Talle = & La restriction de I' & l'espace de Miintz M} est & valeurs dans Mg° C C,

alors que 'opérateur de Cesaro n’est méme pas borné si on le voit comme un opérateur sur
L' & valeurs dans L'.

Proposition 4.21. Soient p € [1,400] et A une suite satisfaisant la condition de Miintz et
la gap-condition. Alors l'opérateur restreint suivant :

L o — T,

est compact.

109



Démonstration. D’apres [7, Prop. 4.2], Popérateur 'y : My — Mg°, f +— DT(f) est borné
(mais pas compact). Alors on a la factorisation suivante :

FA
M/’\) _r, M/I;

Zp,ll Tzoom

1 5 00
MA A .
N

D’apres la Proposition 1.20, au moins I'un des opérateurs i, Ou p,1 est compact, et donc
FQ est compact. O

4.2.2 Les opérateurs de Cesaro sur les espaces de Cesaro

Dans cette partie, nous allons étudier les opérateurs de Cesaro définis, sur les espaces
de Cesaro Ces, et a valeurs dans les espaces L? correspondants. Nous traitons les ques-
tions analogues des opérateurs de Cesaro discrets. Nous allons aussi nous intéresser a des
restrictions de ces opérateurs & des sous-espaces de Miintz de Ces, (Définition 4.9).

Définition 4.22. Soit p € [1, +o0]. L'opérateur I'c () est défini par :

r | Ces, — L?
Co\f s ().

De méme on définit 'opérateur discret 7,(,) de la maniere suivante :

| ces, — /P
T w s (),

pour tout p € (1, +00].

Rappelons que pour p € [1, +00] (resp. pour p € (1,400]) 'opérateur I'c(,y (resp. Ye(p))
est naturellement bien défini, borné et de norme 1. De plus, il transforme l’ensemble des
fonctions (resp. suites) positives de manieére isométrique.

Théoréme 4.23. Pour tout p € (1,4+00), on a :
) Temlle =ITeml = 1.
2) e)lle = 1ve |l = 1.
3) ITeq)
4) IPcto)llew = [T e(oo) le = Mooy | = 1-
5) e(oo) lesw = 1Ve(oo) le = [1Ve(oo) I = 1.

En particulier, les nombres d’approzimation de tous ces opérateurs valent 1.

ew = [Felle = Towll = 1.

Démonstration. Comme ||T'c(plle < [[Tepll < 1, nous avons seulement besoin de démontrer
la borne inférieure de la norme essentielle. On a : I', = I'g(p) 0 Jp, ou Jp, : LP — Ces), est
I'inclusion canonique de L? dans Ces,,. Cette factorisation entraine aisément :

ITplle < [Te)llellpll-

D’apres Uinégalité de Hardy ([33, Th. 327]) et le Théoréme 4.16, on a ||J,|| = ||Tplle = P
d’ott on obtient : 1 < [[T'gplle et le point 1) est démontré. En suivant les mémes étapes, le
Théoréme 4.17 permet de traiter le cas discret et d’obtenir le point 2).

Pour démontrer le point 3), on a la majoration comme d’usage :

ITcllew < ITemlle < Te@ll < 1.
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La borne inférieure de ||[T'c(1)l[e, provient du Théoreme 1.49 appliqué aux ensembles Ay =
[1 — £,1] et & la suite normalisée (h,,) € Cesy, définie par hy,(z) = (A, + 1)%z*». La mesure
des ensembles Ay tend vers 0 quand k — +o0. Pour tout k& € N fixé, on a :

1 T
_ 1 27 _ Ly Antt
Hrc(l)(hn)HLl(Ak)_/l (7/0 (Dt )da = 1— (1- )"

_1 \T
k

Cette quantité tend vers 1 quand n — 400, et on obtient ||T'c(1)lle,v > 1 comme voulu.
Pour démontrer le point 4), on a [T (o) lle,w < ITc(oo)lle < ITe(oo)ll < 1, et comme

dans la preuve du point 1), le Théoréme 4.18 et la factorisation donnent :

IT e oo)lle,wllTooll 2 [T e(00) © Joolle;w = [Toolle;ew = 1.
De la méme maniére, on traite le cas discret 5) & I’aide du Théoreme 4.19. O

Le résultat précédent montre que les opérateurs I' ;) et v,y sont définis sur les bons espaces
pour se comporter, du point de vue de la norme essentielle, comme des isométries. Mais ce
ne sont pas des isomorphismes car les espaces de Cesaro Ces,, ne sont isomorphes a aucun L4
(voir [10]). Par ailleurs, cela rejoint les résultats de [20], dans lequel les auteurs démontrent
que les opérateurs de Cesaro définis d’'une maniere analogue sur un espace Cesx a valeurs
dans X ne sont jamais compacts. Nous allons voir ce qui se passe lorsque 1’on restreint ces
opérateurs aux espaces de Miintz-Cesaro au départ, et aux espaces de Miintz a I’arrivée.

Définition 4.24. Soient p € [1,+00] et A une suite satisfaisant le critere de Miintz et la

gap-condition. L’opérateur I’g(p) est défini par :

Fé()‘{Mf(p) = A
P foo— ().

Pour commencer, nous calculons la norme essentielle des opérateurs Fé(p).

Proposition 4.25. Soit p € [1,4+00) et A une suite qui satisfait la condition de Miintz et
la gap-condition. Alors on a :

1) [Tgglle =1.

1
2) T8l = 5

Démonstration. Comme l'opérateur de Cesaro I'c(,) : Ces, — LP est borné sur Ces, et
comme il satisfait I'c(,) (M (A)) = M(A), on obtient :

L

L) (WC) C Tom (M(A)) .3

Ainsi, F/C‘,(p) est bien défini, et il est borné car c’est la restriction de I'c(,). De plus on
a directement ||Fé(p)||e < ||Fg(p)|| < IPell < 1. Considérons par ailleurs 1'opérateur

Xp : Mf(p) — LP, défini par f — T(f). On a la factorisation :
~ A
Xp =Jp© FC(p)’
olt j, : MY — LP est linclusion de M} dans LP. On peut en déduire facilement :

Ixplle < ITE @) le-lpll = ITE ) lle;

donc nous avons seulement besoin de vérifier que ||xp|le > 1. Comme x,, est & valeurs dans
L?, nous pouvons appliquer le Théoréme 1.49 avec Q = [0, 1], A =[1 — %, ll,a=1letala
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suite de fonctions normalisées h,,(t) = (A, + 1) (pAn + 1)%t)‘" € MAC(p). Pour tout k € N fixé
ona:

! 1 [* P
p _ An
o (o) —/1 %(pA +1)(x/0 (Ao + 1)dt) da

S

On obtient bien [[xp|le > 1 et la preuve du point 1) est complete.

Traitons maintenant le cas “p = 400”. Tout d’abord, ’opérateur Fé(oo) est borné d’apres

la méme raisonnement que pour Fg(p). De plus, on a en toute généralité

Vg € Cesco, lglle(o) = N9l

Ainsi, F C(oo) S€ factorise de la maniere suivante :

FC(OO

Ceso
MCesee T e

.,

ol Jy est la restriction de I'inclusion canonique de Cess dans L', et I'y est la restriction de
I'opérateur de Cesaro sur M) & valeurs dans M3°. La norme essentielle de I'y est calculée
dans [7, Th. 4.3], elle vaut 1- Cette factorisation entraine :

IT o) lle < I1all-ITalle =

on obtient donc la borne supérieure.
Pour la borne inférieure, on choisit une sous-suite (y,), C A telle que 7:;“ — +00 quand

n — +00. On considere la suite normalisée (fy,) € Mf(m) définie par f,(z) = (A, + 1)z*
Pour tout m > n, on a:

IT(fn) = T(fm)lloo = llz™ — 27" [l
ORGE!
@ @
ol « est le rapport o = v, /v, d’apres le Lemme 2.33. En utilisant ’hypothése sur la suite

(Yn)n, on remarque que cette quantité tend vers 1 quand n,m — +oo et n < m. D’apres le
Lemme 1.45 on obtient ||F[é(w)||6 > 1 et la preuve du point 2) est compléte. O

Nous nous intéressons maintenant au cas particulier o A est lacunaire pour obtenir des
résultats plus précis sur la géométrie des espaces de Miintz-Cesaro.

Théoréme 4.26. Soit p € [1,400). Si A est lacunaire, alors F/C\'(p) : Mf(p) — MY est un

isomorphisme. En particulier, Mc(p) est isomorphe a P dans ce cas.

De plus, il existe deux constantes dy,ds € Ry telles que :
b d v byt < d LAAY
€ oo, 1( )\p+1> —HZ 2(2/\p+1>
n>0 7\

Démonstration. Supposons que A est lacunaire et fixons une fonction f € M(A) de la forme
f(t) =3, bat*. D’apreés la majoration du théoreme de Gurariy-Macaev dans LP, il existe
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une constante Cy qui ne dépend que de p et A telle qu’on a :

1 1 x
1£11Ep) S/O (;/0 En:|bn|t/\ndt)”dx
bn, P
- H Z /\,|L +| 1””%
< CPZ | 1+p.

D'autre part, comme [D(f)]l, < [T(fDIl = Ifllow) et T(f) € M(A), ona:

p

1 1E:w) = 1Ty = HZ)\ 1"
b p
( )ZL\H'p’

d’apres la minoration du théoréeme de Gurariy-Macaev dans LP, et la constante C ne dépend
que de p et A. On obtient bien I'encadrement de || f|| ¢ () annoncé. Cette estimation entraine
que F/C‘(p) est injectif & image fermée. De plus, comme I'(M(A)) = M (A), U'opérateur Fé(p)

p

est & image dense dans MY, donc c¢’est un isomorphisme. O

Remarque 4.27. Dans Ces, on a aussi un théoreme de Gurariy-Macaev pour les suites de
monomes qui s’accumulent en 400 : d’apres la Proposition 4.10, les normes || . [|1 et || . ||¢(c0)
sont équivalentes sur M (A). En particulier, pour toute suite A = (\,,)n>0 lacunaire, il existe
deux constantes di,ds € Ry telles que :

wean 6 R <| S, <o X

n>0 An n>0

d’apres le théoreme de Gurariy-Macaev dans L'.

4.3 Opérateurs de multiplication
Dans cette derniere partie, nous allons étudier les opérateurs de multiplication suivants :

J Cesp, — Cesyp
Ty { o fy

définis sur les espaces de Cesaro, ol ¢ est une fonction bornée sur [0, 1]. Nous considérons
aussi la restriction de T sur des espaces de Miintz-Cesaro. Nous notons A la mesure de
Lebesgue sur [0, 1]. Le point de départ de ce travail est le résultat suivant :

Proposition 4.28. [1, Theorem 2.1] Soient p € [1,400] et ¥ une fonction mesurable sur
[0,1]. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour toute fonction f € Cesp, on a Ty(f) € Cesyp.
(11) L’opérateur Ty est borné.
(#ii) La fonction 1) est essentiellement bornée sur [0, 1].
De plus, dans chacun de ces cas on a : || Tyl = || oo-
Les auteurs ont démontré ce résultat lorsque p est fini mais leurs arguments s’adaptent

facilement pour p = +o00. Avec des méthodes utilisées dans ce chapitre, on peut aussi calculer
la norme essentielle de ces opérateurs.
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Théoréme 4.29. Soit € L>([0,1]) et Ty, : Cesp([0,1]) — Cesp([0,1]) ; f — f1b Uopérateur
de multiplication. Alors on a
1Tplle = T4l = 19 ]loo-

En particulier, les nombres d’approzimation de Ty valent tous ||9)||oc-

Démonstration. Comme d’habitude, on a ||Ty|le < || Ty|| = ||l d’apres la Prop. 4.28, et
donc on a seulement besoin de vérifier que ||Ty||e > [|¢]|oc. Pour € > 0, on définit I'ensemble
A, suivant :

Ae ={t € [0,1], [Y(@)] = [P]loc — €}
Comme A(A.) > 0, au moins un des deux ensembles [0, 3] N A, ou [1,1] N A, a une mesure
de Lebesgue strictement positive. Disons que c’est le premier, et posons :

=inf{ z € [0,1/2], A([z,1/2] N A.) = 0}.

Le nombre S satisfait 0 < 5 < 1 : en effet, si on suppose par 'absurde que 5 = 0, on
obtient A(A. N [0,1]) = 0, ce qui est faux par hypotheése. Dans le deuxieme cas, on définit
B =sup{z € [1/2,1], A([1/2,2] N A.) = 0}, et ' est aussi dans Uintervalle (0,1) pour les
mémes raisons. Maintenant nous considérons une suite (a,,) strictement croissante qui tend
vers  quand n — +o0, et on définit les ensembles I,, = [ay, an+1) N Ac pour tout entier
n € N. Par définition de 3, il existe une infinité d’ensembles I, tels que A(Z,) > 0, et quitte
& extraire nous supposons que pour tout n € N, on a A([,) > 0. Finalement, nous définissons
1y,
|

Supposons tout d’abord que p est fini. Pour n < m on a :

1T () = Tl F) gy = / R e TOK:

m||

> (ot [ (3 [ (lll()+]|ﬁ";(t))dt>pdx

_ (HMDO%)ID(A(Q) )\(Im)) B de

17 1z P

les fonctions normalisées f, = € Cesy.

m m

La minoration ci dessus vient du fait qu’on a I,, C A, pour tout n et que les intervalles (I,),,
sont disjoints, et la derniere égalité est due a 8 > sup I,, pour tout n. D’autre part, on a :

L dx

P’

B 1 p
P — _ p
15, o) = / (x/\([(),x] mn)) dz + \(I)

B

et comme a,, — < 1 on obtient aisément :

() 2y
n g P

Alors il existe ng € N tel que m >n >ngon a :

1Ty (fr) = Tp(fm)llew) = (I¥]lee —)(2 —2).

Ceci étant valable pour tout € > 0, le Lemme 1.45 entraine ||Ty|le > ||¢|/, ce qui conclut
la preuve lorsque p est fini.

Supposons maintenant que p = +oo et fixons encore deux entiers n, m avec n < m. Nous
calculons la distance de Ty (f,) & Ty (fm) dans Cese :

t
ITutf) = Tolimlloe = s 2 [ lue 10|y
z€(0,1] L ||][Im
L, (t) | 1,,(t)
> (||Y]loe — € spf/ + —= dt,
(H ” )wE[OI)x 0 ( ||][Im )
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car les intervalles I,, sont disjoints et inclus dans A.. Pour tout k& € N, ’ensemble I, satisfait
inf(I;) = ag, et on obtient alors

1
Mrlloqee) < - AUk)-

Cela entraine :

ITuh) = Tohnllloe = (e — ) [ (Tl 4 el

am+1 H]IInH ||][I7n||
1 M) AIm)
= (oo — ) — (G2 + 7520
a1 M (T, |
Ay + Gy,
> ([¢lloc —&)——
aerl

Lorsque m,n — +o0 tels que n < m, on a Gn, Gm, Gm+1 — B > 0. Ainsi il existe ng € N tel
que la suite (T'(fn))n>n, €st (2 —€)(||Y]|co — €)-séparée, et on en déduit la borne inférieure
de ||Ty|le d’apres le Lemme 1.45. O

Nous nous intéressons désormais a la restriction des opérateurs de multiplication aux
sous-espaces de Miintz de Ces,. En adaptant le Théoreme 3.23, on peut voir facilement que
si ¢ n’est pas constante, alors pour des raisons algébriques, ’ensemble T, (M (A)) n’est pas
inclus dans Mf(p ) en général. Nous considérons donc des opérateurs a valeurs dans Ces,

dans la définition qui suit.

Définition 4.30. Soit A une suite satisfaisant la condition de Miintz et ¢ € L>°. On définit
lopérateur Té} de multiplication restreint par :

T$:{ Mf(p) —  Ces,
fo— fY

Sa norme essentielle ne dépend que du comportement de 1 au point 1.

Lemme 4.31. Soit p € [1,4+00]|, A = (M) une suite qui satisfait la condition de Miintz et
la gap-condition, et 1 € L*> une fonction continue au point 1.

Si (1) =0 alors T$ est compact.
Démonstration. Soient (fy), une suite dans la boule unité de Mf(p) et € > 0. Comme 1) est
continue et 1(1) = 0, alors il existe § € (0, 1) tel que pour tout ¢t > 1 — 4§, on a [¢(t)| < e.

D’apres le Corollaire 4.13, il existe une sous-suite (fy, )r qui converge uniformément sur

[0,1 — 6] vers une fonction f dans la boule unité de M o),

Supposons tout d’abord que p = +o0, alors on a :

T, <>||c<oo)—ws1(1opl] / [ 8) = SO0 (0) e
o / INOE >|w<>|dt)}
<||1/’H00||fnk f”01 5]+||w||[1 51] SUP / | i, () )ldt)

SR TR N PR
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Comme (fy, ) converge uniformément vers f sur [0,1 — 0] et fo,, f € B, c(=), on obtient
A

T Tol(far) = Tolf) ooy < 26

et ainsi TJ} est un opérateur compact sur Mf(oo).

Supposons désormais que p est fini, on a alors :
1 1 T P
ITF) =Ty = [ (5 [ 1 = oL 0lar) o
1-6 1 T P
<[ Gt sitolar) s

! 1 1-6 1 T p
+/1_6 (15/0 o = flLI(@)]dt + /1_a|f"k —fdt) dz,

en utilisant encore [1)(t)| < & quand ¢ > 1 — §. D’autre part, pour tout x <1 —4, on a

1 T
o [ 150 = PO < Wl = £l 1y

D’apres Pestimation (A 4+ B)? < 2P(AP + BP) pour tous A, B > 0, on obtient :

2P6
T o) = T ey < 198 e = £l (1 = g57)

1 1 x P
+2psp/ (f/ | for —f|dt) da
1—-6 Y J1-¢§

< Clllso || frn = fllg1g + 2P P,

car fp, et f sont de norme inférieure a 1 dans Ces,. Comme ||f,, — fllj0,1—s5) = 0 quand
k — +o0, on obtient Ty (fn,) — Ty(f) dans Ces, quand k — +oo et ainsi Tzﬁ est compact

sur Mf(p ). O
Nous pouvons maintenant établir le résultat final de ce chapitre.

Théoréme 4.32. Soit A = (\,,) une suite satisfaisant la condition de Miintz et la gap-
condition, p € [1,+00] et 1) € L.
Si 1 est continue en 1, alors on a

T3 le = [ (D).

Démonstration. Pour n € N, on pose 1, = ¥(t)xn(t) ol

B 1 ift €[0,1— 1]
xn(t){ n(l—t) sitel—11].

La fonction 1, est continue sur [0, 1] et satisfait 1,,(1) = 0. D’apres le Lemme 4.31 on sait
que T$n est compact pour tout n. On a :

173 < ITE =T < 119~ dalloo < Wellp_1.0 —_ (D,

car 1 est continue en 1. Pour obtenir la borne inférieure voulue pour la norme essentielle
de T$, nous utilisons le Lemme 1.45. Fixons € > 0. Comme 1 est continue en 1, il existe
§ € (0,3) tel que pour tout ¢ € [1 —6,1] on a [¢(t)] > (1 — )| (1)].

Traitons d’abord le cas p = 4+00. On considére une sous-suite (v,)n, C A qui satisfait

Intl — 4 0. Nous définissons la suite suivante de fonctions normalisées (¢,,), €

lim
n—-+00 Yn
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Mf(oo) par o, (z) = (1, + 1)z7. D’apres le Théoreme 2.24 la suite (p,) € L est presque
isométrique & la base canonique de ¢'. En particulier il existe ng € N tel que pour tous
m>mn>ng,ona:

1
/ lon(t) — em(t)|dt > 2 —e.
1-6

En appliquant le Théoreéme 2.24, on devrait considérer ci dessus une intégrale sur [0, 1] au
lieu de [1 — d,1]. Mais comme ¢ est fixé et que [[¢n[/[p,1—5) tend vers 0 quand n — +oo, la
formule que nous avons écrite est valide aussi, quitte a prendre ng encore plus grand. On
obtient alors pour tous m > n > ng :

1Ty (n) = Tp(em)llcio) = IT (1¥(en — om)) llso

— o L / " l@n(®) — om(O)E(0)dt

z€(0,1] L

1
> / (on(t) — (D)D)t

=

= (2=

D’apres le Lemme 1.45, on obtient ||T$||e > |(1)|(1 — €/2). Finalement, HTJ}He = |(1)]
dans ce cas.

Supposons désormais que p est fini. Malheureusement, nous ne pouvons pas appliquer
le Théoreme 2.24 directement dans ce cas, mais nous adaptons la preuve du Théoreme 2.19
pour répondre & ce probléme. Soit ¥ = (v, )nen une sous-suite de A qui satisfait :

VneN, i1 +1> (v +1)".
On définit les intervalles disjoints Jx = (g, Bx) par :

o
(e +1)?

).

Les nombres ay, B satisfont pour kK € N : ap < 8 < agy1 < Br+1 < -+ . Pour k£ € N on
définit ¢p(t) = (v + 1)(pyn + 1)/Pt7%. La suite (px)r € Mf(p) est normalisée et chaque
fonction ¢ est concentrée dans 'intervalle J; dans un sens que nous allons préciser. Tout
d’abord, sia < b < ai,on a:

ak:exp(f ) et 5k:eXP(*

Nl

(v +1)

b
[ enttrt = (ot = @) 13
<ol (pm +1)7
<exp (— (A + 1)%)(17)% +1)7 =0,

quand k — +oo. De plus, lestimation 1 — exp(—u) < u donne pour tous c,d tels que
Br<c<d:

S

d
/ r(t)dt = (@ — ) (e + 1)

< (1= (py+1)»

1
(pye +1)7
(v +1)2

IN

— 0,

quand k — 4o00. On a aussi :

Tk

——) =0,
(v +1)2

() = (o + 1)7 (3 + 1 exp (-
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et
1
(pve + )7 (v +1)
(v + 1)
quand k — 400. On définit alors g5 comme le maximum entre ces quatre quantités, et la
suite (ex)x tend vers 0 quand k — +o0. Pour tout ¥ € Non a :

1=l = [ (Moo de+ [ "t [ s [ aoa)a

k k

(1= Br)er(1) < -0,

+ /ﬁ (T(pn) (2))"dz

k

Br 1 x P
§E£+/ ﬁ(ek—&-/ gok(t)dt> dx + 7

k k

N /Bk %p(/m pr(tydt) dr,
a ak

k

quand k — +o00. Maintenant fixons ng tel que o, > 1 — 0. Pour tout m > n > ng on a :
1
ITylion) = Tolemllsy = | T(Hlon = ol (@

=[G [ wtlon =) aa + /im (G [ wtlon=en)a

n

> [l <) ( [7 5 i)
+/jm ;p(/j gom(t)dtsn>pdx>

m m

~2[p(D)(1 —e),

quand n, m — +o0o avec n < m. D’aprés le Lemme 1.45, on obtient la borne inférieure voulue
pour ||T$He O
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