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Introduction Ce mémoire a pour objet d’étudier des propriétés des opérateurs d’un espace de Hilbert.
Dans un espace de Hilbert complexe H, on peut définir le noyau de Poisson K,(T") d’une contraction.
On peut en trouver de nombreuses applications que nous explorons dans ce document.

Si T € B(H) est une contraction et z € D, le noyau de Poisson permet, comme dans le cas scalaire,
de représenter les polynéomes en T avec la formule de Poisson. De plus, sa positivité caractérise les
contractions. On s’en sert alors pour prouver I'inégalité de Von-Neumann et définir le calcul fonctionnel
de A(D).

Dans la seconde partie, on étudie les dilatations unitaires sur I2(H) des opérateurs sur H. On verra
alors une condition suffisante pour que T admette le shift comme dilatation unitaire. C’est le noyau de
Poisson qui permet de trouver le shift en question. Ensuite, on remarquera qu’une inégalité du noyau
de Poisson K, (T) permet de caractériser les opérateurs dans la méme classe de Harnack que T'.

La troisiéme partie est dédiée a 1I’étude les opérateurs de classe C,. Le noyau de Poisson permet
de trouver et formuler une caractérisation commode des opérateurs de classe C,. On peut généraliser
certains résultats valables pour les contractions aux p—contractions comme par exemple I'inégalité de
Von-Neumann.

Pour finir, on définit le calcul fonctionnel de H* pour les contraction absolument continues. Pour
cela, on verra que le noyau de Poisson permet de construire une mesure spectrale 7 pour une contraction
T. Ensuite on pourra étendre le calcul fonctionnel de A(D) & H* en utilisant la mesure spectrale,
lorsqu’elle est absolument continue.



1 Noyau de Poisson et contractions

Dans cette partie, on va introduire le noyau de Poisson et ses propriétés principales. Comme avec
le noyau de Poisson scalaire, on peut évaluer f en T & ’aide d’une intégrale de Poisson si T est une
contraction et f € A(D). L’inégalité de Von-Neumann s’étend & I’algebre du disque. En partie 1.4 on
comparera ce calcul fonctionnel et celui de Riesz Dunford.

1.1 Noyau de Poisson

Définition. Soit z € D et T € B(H) un opérateur de rayon spectral inférieur ou égal & 1. Le noyau de
Poisson K,(T) est défini par

K.(T) = (Idy — 2T*)"' + (Idg —2T) ™ — Idy

Proposition 1. (1) SiT = Aldg avec |\ =1, K,(T) = P,(\)Idy, ou P, est le noyau de Poisson
scalaire défini pour z = re'? par

1 1 . 1—1]22  1—|22
= + ——1= plnle=ind \n — = —
1—ZX  1-—2)\ % lz = A2 1 —Xz|?

P=(A)

(#4) Comme dans le cas scalaire, on peut exprimer le noyau de Poisson & 'aide d’une ”série de
Fourier” :
K.(T)=1Idg+Y z"T"+ Y 2"T*™"
n>0 n>0

(797) Comme dans le cas scalaire, on peut ”réduire au méme dénominateur” :
K. (T) = (Idy — 2T*)"*(Idg — |2|*T*T)(Idy —ZT) !

Démonstration. Preuve de (i) :

K.(Mdy) = (Idg — 2(Mdg)*) ™ + (Idg — 2\ )~ = Idg = (L= + 5 — DIdy

Preuve de (i) : 7(2T*) < |z| < 1. D’apres la formule de Carl-Neumann,

(Idg — 2T%)7H = (T = > 2"T™"
n=0 n=0

La série converge dans B(H). De méme pour (Idg —zT)~! = Y z"T". Finalement on a bien
n=0

(oo} oo
KA(T)=1Idg + Y Z'T"+» 2"T*"

n=1 n=1

Preuve de (ii7) :
K.(T) = (Idy — 2T*)"Y(Idy + (Idg — 2T*)(Idyg —zT) "' — (Idy — 2T*))
= (Idg — 2T*)"*(Idy — zT + Idyg — 2T* — (Idyg — 2T*)(Idy — zT))(Idy — zT) 7!
= (Idyg — 2T*) " (Idg — |2|?T*T)(Idg —zT)~* O

Notation. On notera parfois 7" = T" si n > 0, et T(") = T*" sinon. Alors on peut écrire :
KA(T) =Y _(z0)™ =3 " lrle=mfm
nez nez

Définition. Dans un espace de Hilbert, tout opérateur 7" s’écrit de facon unique T'=U + iV, ou U,V
sont auto-adjoints. On définit

Re(T)=U = L(T+T)



Remarque. 1l existe une relation d’ordre sur ’ensemble des opérateurs auto-adjoints : soient 7', S €
B(H) auto-adjoints.
S<T&VxeH, (St|z) < (Tz|z)

On a toujours Re(T) < ||T||Idp.
Le noyau de Poisson d'un opérateur est toujours auto-adjoint. K,(T) = 2Re((Idy —zT)~' — Idy)
Proposition 2. T est une contraction si et seulement si Idyg — T*T est positif.

Démonstration. Soit T € B(H) et x € H.
((Idg — T*T)zx|z) = (z|z) — (Tz|Tx)
— 2l ? - [Tz
Donc ((Idg — T*T)z|x) > 0 < ||Tx|| < ||z||. Ainsi

Idy —T*T >0« ||T]| <1

Proposition 3. T est une contraction si et seulement si Vz € D, K,(T) > 0.

Démonstration. K,(T) = (Idg — 2T*)" Y (Idg — |2|*T*T)(Idg — zT) 7!
= A"YIdy — |2*T*T)A*~!  avec A= (Idg — 2T").
Ainsi K, (T) est positif si et seulement si Idy — |2|>T*T est positif. Lorsque T est une contraction
et |z| <1, Idyg — |2|?T*T > Idg — T*T > 0. Donc pour tout z € D, K,(T) >0
Réciproque : on suppose maintenant pour tout z € D, Idyg — |z|*T*T > 0. Soit h € H alors
((Idg — |2|>*T*T)h|h) > 0 pour tout z,|z| < 1. L’inégalité se prolonge & |2| = 1 par continuité du
produit scalaire. Donc Idy — T*T est positif. Donc T est une contraction. O

1.2 Formule de Poisson pour les contractions

Le noyau de Poisson scalaire permet d’évaluer les fonctions harmoniques.

Vf € Har(D)NC(D),vz €D, f(z) = - / f(e)P(e)ap

Par ailleurs, A — P,(\) se prolonge en une fonction harmonique sur I avec la série de Fourier :

YAED,P.(\) =1+ (ZN)" + (zN)" = Px(1)
n>0

On remarque alors si r < 1,z € D, on a Py, (e'?) = P,.i0(2). Ainsi, la formule précédente s’écrit aussi :

2
_ _ 1 .
¥f € Har(D) NC(D),Vz € D,¥r < 1, f(r2) = o~ / f(e9)Pyeio (2)d6
v
0
La formule est vraie en particulier pour les polynomes, d’ou 1’énoncé suivant :
Proposition 4. Soit p un polynoéme de C[z] et T € B(H) avec o(T) C D.

2T

vr € [0,1p(°T) = o- / P(e) K, o0 (T)dB
0



Démonstration. Soit r € [0,1[,0 € [0,27]; Koo (T) = 3. 70T 4+ 3 pme™ 0T — [dy et les séries

keN keN
N
convergent normalement dans B(H). Soit N € Net p(z) = 3. axz".
k=0
On note T =T" sin >0, T =T*" sin < 0. Ainsi K, (T) = Zrln‘e*i"OT(”).
nez
1 2m N 1 2m
— i0 . - — In|gi(k—n)0p(n)
27T/p(e‘ VK 10 (T)dO = ZZ o /akr e' 7" df
0 k=0n€Z 0
N 1 27 2m
= ap— /H“T“%@ car n # k= [ e?t=mdp =0
21 0
k=0 0
=p(rT) O

Remarque. Si ||[T|| < 1, le noyau de Poisson K,(T') est défini pour z € T. En effet, la formule
Kgo(T) = (Idg — e WT)™ + (Idg — €9T*) — Idy fait sens car 7(T) < ||T]| < 1.

Proposition 5. formules de Poisson : soit T € B(H), ||T|| < 1. Soit p € C[z].

2m 2
WT) = o [P Eao@d0 . 1) = o= [ ple™) Koo (D)0
0 0

Démonstration. On a déja vu la formule

27

p0T) = 5 [ D)Ko ()t
0

N
pour tout T de rayon spectral inférieur ou égal a 1, r < 1. |[p(rT) — p(T)|| < X |ag|.||T||F(1 —7F) <
k=0
(1 — ™) |ag|. Donc lirn1 p(rT) = p(T). (limite dans B(H))
r—

— 1
D’autre part, Vz € D, ||(Idg — 2T) 7| < = On obtient alors
i *\ — i *\ — (1 - T)
(Idss — re®T*) " = (Idy — 0%V < =D
(1= [[T])?
. , —p

ainsi que ||(Idg — re T)™' — (Idy — e7T) 7| < ——Ps

. (1= [T])?
Ainsi on a 1

-
[ Eeio (T) = Kewo(T)]] < 2m——mss
(1= 1[T))?
K,i6(T) converge uniformément (en ) vers K,is(T') donne alors
27 27

. 1 i0 ) o 1 i0 . 3

}L)Hi%/p(e VK, eio (T)dO = %/p(e VK 0 (T)d, puis
0 0
1 2
o(T) = 5 [ (e Ko (10
0

Pour p(T*), on remarque tout d’abord que Ko (T*) = K.~ (T), et on obtient la formule en faisant le
changement de variable 8 — —6 dans l'intégrale. O



Corollaire. Soit T une contraction stricte, n € Z.
2

1 .
/ e K o (T)db

T — —
2w
0

), 7(T') < 1. Alors on a encore

Proposition 6. Soit T' € B(

—
—
=
—
(9]
=
SN—
=
3
3
U
S

PT) =5

Démonstration. En reprenant la preuve des formules de Poisson pour les contractions strictes, le seul
argument qui ne marche plus est celui de la majoration uniforme en z € D des K,(T);
1
s convient si r(T) # 0,

Soit T avec r(T') < 1; soit s > 1 tel que r(sT) < 1. Par exemple, s =
s > 1 quelconque convient sinon. Comme r(sT") < 1, Popérateur sT" est a puissances bornées par M

M

Ainsi ||(sT)"|| < M pour tout n € N, puis
vneN,|[T"]] <
s

3 — T n M M
Soit = € C, ¢l < 1 [|(Fdyy — =7) | = | (1)) < ST < 00 <
neN neN neN s
Finalement on obtient o5 M
Ve e D, ||K.(T)|| < SS_ -1
2sM
Notons D = o 1; on en déduit
G —
(| K peio (T) = Keio(T)]] < 2(1 = 1)||T| D?
puis la convergence uniforme (en ) des K6 (T) vers K, (T) et on obtient bien
27 2
o1 i 1 i
lim — [ p(e®)K, o6 (T)d0 = — [ p(e"”) K i0(T)db
r—1 21 s
0
O

0

1.3 Inégalité de Von Neumann

Théoréeme 1. Inégalité de Von Neumann :
Soit T' € B(H) une contraction (||T|| < 1) et p € C[z]. Alors

|[p(T)|| < sup [p(z)|
z€D

Démonstration. Soit p un polynéme r € [0,1], z,y € H.
2m 2m
(0 T)aly) = o= [ D)Ko (Dhaly)d = 5= [ plre) (Voo @al /Koo )it
0 0
En effet K6 (T) est positif pour tout 6 car T est une contraction. Il admet donc une unique racine

carrée positive.
Notation. On note 7., = \/K,ei0(T)z, et y, g = / Kpci0(T)y;



2
1
BTl < 5= [ (e olvro) a6
0

< sup |p(z \—/||xrg|| |y, ¢l|d0  d’apres Cauchy-Schwarz
|z[=1

2

1
< ls?pl Ip(2) /Ha:T@H ag | . §/||y;79||2d9 d’aprés Cauchy-Schwarz
0

[N

27 27
= { |\x;,9||2d9 = g‘(:vm9|xr,9)d9 =((& fKre.e T)df)z|z) = (z|z) car Idy = 5 [ K,codf.

Finalement on a |(p(rT)z|y)| < sup |p(z )\ [lz||.|ly]|, ainsi en faisant tendre r vers 1 on obtient
|z|<1

p(D)I| < sup [p(z)]
|zI<1
O

L’inégalité de Von Neumann caractérise les espaces de Hilbert : si X est un espace de Banach dans

lequel toute contraction T' € B(X) vérifie 'inégalité de Von Neumann, alors la norme sur X est issue
d’un produit scalaire.

Définition. Soit A(D) = Hol(D) NC(D), appelée l’algébre du disque. On la munit de la norme
[ flloe = sup | f(2)]
zeD

L’algebre du disque (A(D),||.||oc) est un espace de Banach.
Démonstration. On va montrer la complétude, le reste est plus élémentaire.

A(D) =C(D)N Hol(D) C C(D) B B

De plus la norme sur A(D) est la restriction de la norme sur C(D). Enfin, C(D) est complet muni de
la norme ||.||co- Il n’y a plus qu’a prouver que A(DD) est une partie fermée de C(D).

Soit f,, une suite de fonctions de A(D) qui converge uniformément vers f sur D. En particulier f est
continue sur D. Soit z € D et r €]|z], 1] et 7, le cercle de centre 0 de rayon r. Soit n € N.

f(2) = lim fu(2)
= lim — 7fn(w)dw

n—oo 217 w— z
Tr

a partir de n assez grand car pour n € N, f,, holomorphe sur D

B frn(w)dw . 3
= — lim ———— car f,, converge uniformément sur -,
A1 | nooo w—2z

Yr
BRI
© 2ir w —
La formule de Cauchy pour f(z) est vraie pour tout 7, deés que r > |z|. Donc f est holomorphe sur
D et donc f € A(D). O



Proposition 7. Soit f € A(D). Alors il existe une suite de polynémes (pn)nen qui converge uni-
formément sur D vers f.

N n
1
Démonstration. Soit Sy f(z) == —— apz®.
M) = T

En voyant f comme sa restriction a T, on remarque que Sy f(z) est le N—iéme terme de la suite des
polynémes de Fejer de f. D’apres le théoreme de Fejer f est continue donc Sy f converge uniformément
sur T vers f.

Soit f € A(D); alors sup |f(2)] = ||f]lcc- C’est une conséquence du principe du maximum : si le

z€T

suprémum est atteint en un point zg € D, alors f est constante; dans tous les cas le suprémum est
atteint au bord du disque.
I[SNf — flloo = sup S f(2) — f(2)| < |ISNf — flle(r)- D’apres le théoreme de Fejer on a donc Sy f
z€T

converge vers f dans A(D). O

Remarque. Rien ne garantit que la somme partielle de la série entiere > apz¥ de f convient. Cest
méme faux en général.

1.4 Calculs fonctionnels

Proposition 8. Calcul fonctionnel de l’algébre du disque :
Soit T' une contraction. Alors :
Clz] — B(H)

se prolonge en un morphisme d’algebres

(i) Le calcul fonctionnel polynémial © :
de Banach ©' : A(D) — B(H)

N N
Notation. - Pour p(z) = " a,2" € C[z], on note p(T) = > a,T".
n=0 n=0

- On note f(T) = ©'(f) pour f € A(D)
(#4) L’inégalité de Von-Neumann se prolonge & A(D), donc ||©'|| =1 et

vf e AD),VT € BH), [Tl < 1, [[f (D)5 < [[f]lee

(#i7) On a une relation spectrale :

a(f(T)) = f(a(T))

Démonstration. (i) Soit f € A(D) et (pn)nen une suite de polyndmes qui converge vers f uniformément.
I|(px — ) (T)|| By < ||IPk — Pnlloo d’apres Von-Neumann. Comme (p,,) converge dans A(ID) c’est une
suite de Cauchy. Ainsi (p,(T"))nen est une suite de Cauchy, et admet une limite L € B(H). Si (gn)nen
est une autre suite de polyndémes convergeant vers f,

|lpn(T) = @ (D)l|(ar) < [lPn = anlloo < [IPn = flloo + [lgn — fllo
Cette derniere quantité tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Ainsi

lim p,(T) = lim g,(T) = f(T) = ©'(f)

n—oo n—oo

On montre que c’est un morphisme d’algebres avec Von-Neumann.
(it) Soit f € A(D) et p, une suite de polynémes qui converge uniformément vers f.
[IF (D] =] im pp(T)|| = lim ||pn(T)|] < Um ||pallcc = ||f]lc0, d’apres la continuité de la norme
n— 00 n—o00 n—00

et I'inégalité de Von-Neumann polyndmiale. Ainsi,

v e AD), [[If (D] < I fle

11 est évident que O est lindaire. On déduit de 'inégalité de Von-Neumann que ©’ est aussi de norme
1. Montrons que c’est un morphisme d’algebres : soient f,g € A(D), fn,gn deux suites de polynomes
convergeant respectivement vers f, g.



O(f9) =0 lim = lim &(fuga) = lim ©'(}1)6/(5.) = &/(NO(9)
n—00 fngn n— oo n—oo

(#i7) Si X € o(T), pn(A) € o(pp(T)) pour tout n. La suite d’opérateurs T, = (p,(A\)Idg — pn(T))nen
converge dans B(H) vers f(A\)Idg — f(T). ¥n € N, T,, n’est pas inversible; de plus, I’ensemble des

non-inversibles est fermé dans B(H). Donc f(A)Idg — f(T) n’est pas inversible,

f(e(T)) Co(f(T))
Réciproquement, si A € o(T'), on définit g(z) = A) 770 9 € A(D), de plus Vz € D, (f(2) — N)g(z) = 1.
Done g(T)(f(T) = f(MIdr) = (f(T) = f(MIdu)g(T) = Idp. On a donc
a(f(T)) = f(o(T))
O

On a défini un calcul fonctionnel de 'algebre A(ID) sur I’ensemble des contractions. De plus on a
déja un calcul fonctionnel sur ’ensemble des opérateurs T' de rayon spectral 7(T') < 1. On les compare
sur les contractions strictes :

Proposition 9. Soit ||T|| < 1let f € AD). f € Hol(D) et o(T) C D(0,||T]]), alors le calcul fonctionnel
de Riesz-Dunford définit le méme opérateur f(T') que le calcul fonctionnel de A(D).

Démonstration. Soit f € A(D); le calcul fonctionnel de Riesz Dunford définit :

A1) =5 [ )R

avec pour 7 le cercle de rayon R = % par exemple.

Pour définir f(T') par le calcul fonctionnel de l'algebre du disque, on remarque d’abord : > a,z"
converge normalement sur D(0, R) et |la,T"|| < |an|R™ donc Y a,T™ converge normalement dans

N 1
B(H). On définit donc fo(T) = A}im > a,T™. Par ailleurs, Yn € N,T" = ?/w"Rw(T)dw.
—00 j—0 s

N
. n . 1 n 1 . n _
f2(T) = HILH;OZQ”T = lim /Z anz"R,(T)dz = %im nhngo Zoanz R, (T)dz = f1(T)

e
v T ¥

O
Remarque. Soit f € A(D) et (ay)nen les coefficients de sa série entiere. Alors a,, — 0 quand n — co.
C’est un cas particulier du lemme de Riemann-Lebesgue car A(D) C L(T).

Remarque. On pourrait étre tentés d’introduire un calcul fonctionnel harmonique sur les opérateurs
T tels que r(T") < 1 avec la formule de Poisson.

Cependant Har(D)NC(D) n’est pas une algebre, donc cela définirait juste un prolongement linéaire
(ce qui est facile & faire avec Hahn-Banach). De plus on ne pourrait pas avoir de formule spectrale. Par
exemple,

1
Soit T' = ( 8 8 ) et f = Re € Har(C); on définit f(T') avec le noyau de Poisson sur v = C(0,1) :
1 2
#1) = 5= [ ) Ko (@)
2m

1
On obtient f(T) = 3(T + T*); dans notre cas, Re(T) = ( 1 6 )
1

On a o(T) = {0} et o(Re(T)) = {+, 5 }. On ne peut donc pas espérer une inclusion spectrale.

10



2 Dilatations unitaires

Dans cette partie on introduit I'espace [?(H) et le shift bilatéral sur [2(H) afin de prouver une
version affinée du théoreme de dilatations de Nagy. Toute contraction stricte est une compression du
shift bilatéral. On parlera ensuite brievement de la partie de Harnack d’une contraction. Cela permet de
réduire I’énoncé du théoreme précédent a : toute contraction stricte est Harnack équivalente a I’opérateur
nul.

2.1 L’espace [*(H)

Soit 1%(C) I'espace des suites indexées sur Z de carré sommable, & coefficients dans C. On sait que
I’application

(cn)nez = f(0) = Z e"e,

ne”Z

réalise un isomorphisme isométrique de (?(C) vers L?(T, C) I’espace des fonctions complexes du tore de
carré intégrable. On note f(6) au lieu de f(e'?) grace a l'identification immédiate de [0,27] et T. La
réciproque est définie par la transformation de Fourier :

L*(T,C) — I*(C)
f —oen(f) =5 ?f(H)e*i”GdG,n €z
0

On va ici étudier la correspondance de [?(H) vers L?(T, H) ott H est un espace de Hilbert. Comme ces
deux espaces sont isomorphes, on les appellera [?(H).

Définition. Soient H un espace de Hilbert, h = (h,)nez et b’ = (h!)nez deux suites de (2(H).

(Bn)nen € P(H) < Y ||hallf < 00
neEZ

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant :

(hIR') == (hnlhy)u

nez

Soit (f;)ier une base de H et fix(n) := f;07, alors (f; x)icr est une base de Hilbert de I?(H).
k€EZ

Définition. Soient H un espace de Hilbert, ¢ et ¢’ deux fonctions de L?(T, H). De méme,
1 2m
pe AT H) < 5 [ lel®)]fdd < oc
0

La formule )

(610) = 5= [ (0(6)'(®)) s

0

définit un produit scalaire sur L?(T, H) qui le munit d’une structure d’espace de Hilbert. Si f; est une
base de H et fi(0) = e*?f;, 1a famille (g; x)ic; définit une base de Hilbert de L*(T, H).
kEeZ

I*(H) — L?(T, H)
Théoréme 2. L’application @ : (ha)nez = @0) =3 hpe?
neL

est un isomorphisme isométrique.

11



Démonstration. On va montrer que ® permet d’identifier les bases de Hilbert de [?(H) et L*(T, H).
Soit i € I,k € Z,6 € [0,2n].
O(fie)(0) = X2 fip(n)e™

neZ
— eik&fi
= 9ik(0)
Ainsi ®(f; ) = girx pour tout k € Z, pour tout i € I. Comme ® envoie une base de (*(H) sur une
base de L*(T, H), ® est un isomorphisme isométrique. O

Remarque. ®~! est définie par la transformation de Fourier : soit f € L*(T, H) et n € Z.

2m
1

O Yf), = ﬁ/f(e)e*””’dﬂ c€H
0

Désormais on mentionnera 'espace [?(H) en tant quespace de suites ou de fonctions du tore T. II
est parfois plus commode de choisir une représentation plutét que I'autre.

Remarque. Soit (.|.)y un nouveau produit scalaire sur (?(H), équivalent a (.].). Alors il existe D un
opérateur positif D € B(I2(H)), inversible, avec

Vh,h' € I?(H), (h|h')x = (Dh|R)

Notation. Pour la propriété suivante, on note H' = [?(H) muni du produit scalaire (.|.)y = (D.].), et
on note [2(H) Pespace muni du produit scalaire qu'on a défini précédemment, noté (.|.).

H — 2(H)

P ition 10. Soit ¥ :
roposition oi b Db

est une isométrie surjective.

Démonstration. La surjectivité est évidente. Soient h,h' € H'.
(UR|OH )2y = (D2h|DZR') 12y = (DR )i2(sry = (h|h')n. Donc W est unitaire. O

Remarque. L’application ¥~1 : h — D~2h envoie une base de Hilbert de L?(H) sur une base de H'.

Remarque. [?(H) peut étre vii comme la somme orthogonale :

I>(H) = P Hy

keZ

ou pour tout k € Z, H, ~ H.

Tout h € H admet une écriture h = > hy,, ou h,, € H,. De plus HhHl%(H) = > [lhallF, -
nez neL

2.2 Shift bilatéral

Définition. Soit H un espace de Hilbert et S € B(H). On dit que S est un shift bilatéral 8’1l existe une
suite de sous espaces fermés orthogonaux entre eux H,, C H,n € Z, tels que :
(i) @ Hy=H"
ne”Z
(Z’L) S(Hn) - Hn+1
(#9t) S|m, : Hr — Hp41 est une isométrie surjective.

Exemple. Soit H = [?(C) l'ensemble des suites complexes de carré sommable indexées sur Z. Soit
Hj. = Span(ey) = Cey, ot ex(n) = & est la suite nulle pour tout n # k, dont le k—ieme terme vaut 1.

On remarque H = @ Hy, et Hy ~ C pour tout k € Z. Soit S((uk)kez) = (ug—1)kez. Alors S est un
keZ
shift bilatéral : pour tout k € Z, S(Hy) = Hyp41 et S est isométrique sur H, a fortiori sur Hy.
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Proposition 11. Si S est un shift bilatéral, S est unitaire.

Démonstration. Soit ©x = > x,;

ne”Z
1Sz][3, = 3 X (Szn|Szm)n
neZ mew
= > (Szy|Sxyn)m, ., carles H, sont orthogonaux entre eux
neZ
= > (@p|xn)m, car S|g, est une isométrie
nez
= [zll*;
Ainsi S est une isométrie. Pour tout n, H,, = S(H,—1) C Im(S). Donc H C Im(S), S est surjective.
O
Lemme. Si S est un shift sur @ H,, il existe un espace de Hilbert H et une suite d’isométries
nez
surjectives ¢, : H, — H.
Démonstration. On prend H = Hy et v, = S~ "|p, : H, — Hy. O

Proposition 12. Soit H un espace de Hilbert, S un shift sur H avec la décomposition H = @ H,,.
neL
Soit H isomorphe & 1'un des H,,. Alors H = [2(H).

Démonstration. 11 s’agit de trouver une isométrie surjective de H vers 1?(H); soit ¢, : H, — H une

suite d’isométries surjectives. Tout « € H s’écrit © = > xy,, 2, € Hy.
nez
) H = I12(H) .
Soit Vi S™ s (on(@n))nez €6 S0t 2 € H.
nez

IVallf ) = EGZZH%(%)II?{

= > ||zl car ¢, est isométrique pour tout n
nez

nez

= > > (znlzm)3, car H, L Hp, sin#m
nEZ mEZL

= (z]x)y
Ainsi H est isométriquement équivalent & [2(H). O

Proposition 13. Soient S1, Sy deux shift bilatéraux sur H. Par définition, H = @, H = @z Hr,
Si(HL) = H}, Soit Ky un espace de Hilbert isomorphe & H} et Ky ~ H?2 pour tout n € Z. Si K et
K5 sont isomorphes, alors S7 et Sy sont unitairement équivalents.

Démonstration. Comme K, et Ko sont isomorphes entre eux et isomorphes a tous les (H;;L)izl’Q,nGZ.
Pour tout n € Z on considere ¢, : H}L — H,QL une isométrie surjective. U : K1 — K5 une isométrie
surjective. Soit U : [2(K1) — 1?(K3) Popérateur de [2(H) défini par U(hy)nez = (Uhy)nez. Comme U
est une isométrie surjective, U aussi. Soient Ty (resp. T») le shift bilatéral canonique de I2(K7) (resp.
2(K)

Th=U"'ThyU

A un changement de base de Hilbert pres sur les espaces Hfl, on a1} £ S1 et Ty g So O]
Corollaire. Les shift bilatéraux de (?(H) sont unitairement équivalents entre eux.

Proposition 14. Soit S un shift bilatéral de (?(H). On peut le voir comme un opérateur sur L?(T, H)
d’apres ce qu’on a vu en 2.1.
Alors S est 'application : h(#) — €'?h(6)
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Démonstration. Soit ® : [>(H) — L*(T,H) lisométrie surjective définie en 2.1. Soit S’ = &SP~ :
L?(T,H) — L*(T, H). On doit montrer que pour h € L*(T, H), et pour presque tout 6 € [0, 27],
S'h(6) = €'’n(0)
Soit h € L3(T, H) ; soit (hp)nez = ®~1(h), on a ainsi h(8) = 3 €"h,, ; soit T I'opérateur de L?(T, H)
nez
défini par h(0) — eh(0); soit 6 € [0, 27].
S ((hn)nez)(0) = ®((hn-1)nez)(0) = X €™ hn-1 = 3 hne!"+D0 = ’1(0) = Th(9)

newz nez
Ainsi, T = ®S®~! donc T est bien la représentation de S dans L?(T, H). O

2.3 Théoreme de Nagy

Définition. Soit H un espace de Hilbert, T € B(H). Une dilatation de T est un opérateur U € B(H')
olt H est un sous espace fermé de H’, qui vérifie

Yn e N,T" = PgU" g
en notant Py la projection orthogonale sur H. T est alors une compression de U.

Remarque. Soit T € B(H); U € B(H') est une dilatation de T dans H’ si et seulement si
Vh,h' € H,¥n € N,(U"h|) g = (T"h|})

Il est clair que la compression d’un unitaire est une contraction. Le résultat suivant donne la
réciproque.

Théoréme 3. de dilatation de Nagy
T est une contraction si et seulement si il existe H D H espace de Hilbert tel que H est fermé dans
H', et un opérateur unitaire U € B(H') vérifiant

Vn e N,T" = PyU" |
ol Py est la projection orthogonale sur H

On verra une preuve de ce résultat en section "opérateurs C),”. On prouve alors le théoréme précédent
en prenant le cas p = 1.

Proposition 15. Si Ker(T—Idg) n’est pas réduit a zéro (si T' a des points fixes), U n’est pas faiblement
stable. Plus généralement, si 0, (T)NT # 0 et U une dilatation de T, alors U n’est pas faiblement stable.

Démonstration. Soit A € 0,(T),|\| = 1. Soit z € Ker(T — Mdg) \ {0}, vu comme un vecteur de H'.
Soit n € N. |(Unazlw)| = [(T"x|z)| = [A]"[l«||* = [«]|*.
Donc (U™x|z) ne tend pas vers 0 quand n — oo et U n’est donc pas faiblement stable. O

Remarque. Le shift S € B(I1?(H)) est faiblement stable. On a donc prouvé en particulier que si S est
une dilatation unitaire de T, alors T n’a pas de spectre ponctuel unimodulaire.

On peut méme étre plus précis :
Proposition 16. Si U est une dilatation unitaire faiblement stable de T', alors T est faiblement stable.

Démonstration. Par contra-posée, soit x,y € H tels que (T™z|y)n ne tend pas vers 0 quand n — 0.
Alors (U™z|y) g+ ne tend pas vers 0 non plus, et U n’est pas faiblement stable. O

Quand T est une contraction stricte, T" est en particulier faiblement stable. Dans la partie suivante
on prouve qu’alors 7" admet une dilatation unitaire U qui est unitairement équivalente au shift.
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2.4 Strictes contractions et leurs dilatations unitaires

L’objet de cette partie est de prouver le résultat suivant :
Soit T € B(H) avec ||T|| < 1. Alors T admet une dilatation unitaire V sur [?(H). De plus, V est
unitairement équivalent a l'opérateur de décalage S.

Lemme. Soit ||T|| <1 (resp. ||T]| < 1), z € D (resp. D).

K.(T) = Re((Idg + zT)(Idg — ZT) ™)

Démonstration. (Idg +2zT)(Idg —zT)"' = (Idg +2T) Y. ZT)" = Idg +2 5. ZT)"
neN n=1
Re(Idy) = Idg ; Re(2(ZT)") = (ZT)" + (T°*"). Ainsi Re((Idy + ZT)(Idg — 2T)~) = K,(T) O

Lemme. Soit T une contraction stricte. Soit r = ||T|| < 1, soit 6 € R.
Vh e H,c1||h][* < (Keo(T)h|h) < eof B[
1—r 1

avec Cc; = m,CQ = m

Démonstration. Soit hg = (Idg — e OT)"1h; .
(Keio(T)h|h) = Re((Idn + €T)ho|(Idy — €*T)hg) = ||hg||* — ||The||?
D’autre part, ||h|| = ||(Idg — €YT)hy|| permet d’obtenir

0 < (L=n)[lholl < ]| < (1 +7)][hol]

1— 72
Donc (Ko (T)hlh) = [[ho|[* — || The||* > (1 = r?)|[h||* > mllhll2 = a1l |hl)?;
1
m”hﬂz O

On voit ici I2(H) comme un ensemble de fonctions de T vers H.

(Koo (T)hIR) < [Jhol? <

Corollaire. Soit (.|.)x I'application sesquilinéaire sur L?(T, H) définie par

2

(6l 1= o= [ (K (T)o(6)'(0)) s

0

Alors (.].)n est un produit scalaire équivalent & (.|.). De plus il existe D : [*(H) — [>(H) un opérateur
positif tel que
Vo, € P(H), (ple')n = (Dgle')

Démonstration. Soit ¢ € [2(H). D’aprés le lemme précédent, V6 € [0,27] on a I'inégalité
all(O)]1? < (Koo (T)(0)|9(6)) < eallo(0)]1*
On integre Iexpression sur [0, 27], on normalise et on obtient

c1(elp) < (elp)n < ca(ply)

Les normes issues de (.|.) et (.|.)n sont ainsi équivalentes. On en déduit que les produits scalaires
définissent la méme topologie. De plus d’apres le théoreme de Riesz pour les formes sesquilinéaires, on
a aussi

3D € B(I*(H)),c1Ildy < D < coldy, et Yo, ¢ (0l ) v = (Dely')
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Remarque. Le nouveau produit scalaire dépend de T'. On peut aussi décrire sa représentation en terme
de suites de [?(H) :
(AP )n =" Y (T hy )
nezZ j—k=n

Démonstration. Soient h,h' € [?(H). On notera h() = eikop,

keZ
2
(h|W )N = QLJ o (T)R(0)| 1 (6))do
o
=Lz kgzi Of(e—inOT(n)eithj‘eikeh;c)de
ne€Zj
27
= X @Whylh) g [P hdg
n,j,k€EZ 0
2
Comme f eiNO gg — 56\77 on obtient

0

(hh)n =" > (T™hylhi)

nezZ j—k=n
O

Théoréme 4. Soit T une contraction stricte sur B(H). Alors T admet une dilatation unitaire U sur
I12(H). De plus U est unitairement équivalent & I'opérateur de décalage S.

Démonstration. Soit [?(H) vu comme L*(T, H) muni du produit scalaire (.|.)n.

Soit h € H on appelle ¢}, la fonction identiquement égale a h sur T. Montrons que J : ho oo
h
est une isométrie : soient h,h' € H.

(M) = 2 [ D) 0

= (T(O h|h) g d’apres la formule de Poisson pour le polynéme p = 1
— (b))
Ainsi J est une isométrie, c’est une inclusion de H vers [2(H).
Soit So()(0) = €'%p(f). Sy est un opérateur de décalage sur (I2(H), (.|.)). Soit S un I'opérateur de
décalage d’une base de Hilbert de H'. Soit n € Z;

27
1 .
(S"h|n') = %/e‘”e(Keae(T)hW)dﬁ = (T™h|n)
0

d’apres la formule de Poisson pour p(z) = z™ ou p(z) = Z" Ainsi on a montré
Vn € Z,PHSTL|H = T(n)

Donc T est une compression du shift de [2(H). O

2.5 Partie de Harnack d’une contraction

Proposition 17. Inégalité de Harnack B
Soit ¢ : D — Ry une fonction harmonique positive sur I, continue sur D. Soit z € D et r = |z] < 1.

Alors on a l'inégalité suivante :
1—r 147
0) < <
L0 < () <

f(0)
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2m

1 1—|z]?
Démonstration. D’apres la formule de Poisson scalaire on a f(z2) = / P 12 — = f(e')do

271— 610|2
0 1—r i0 1—|—7"
Comme 0<1—r<|z—e€Y|<1l+rona: < P.(e") <
147 1—7r
1 1 27 1 1 27
—-r i0 +r i0
il do < < — do
Trrge [ e < s < o )
0 0

Et d’apres la formule de la moyenne des fonctions harmoniques, on a

L0 < S() < T 0)

O

Définition. Soient S,T € B(H) deux contractions. On dit que S est Harnack dominée par T si il existe
¢ > 0 tel que pour toute fonction f € A(D) de partie réelle positive, on a :

Vh € H, Re(f(S)h|h) < cRe(f(T)h|h)
Notation. On note S g T si S est Harnack dominée par T'.

H H
S et T sont Harnack équivalentes lorsque S <T et T < S.

Proposition 18. S et T sont Harnack équivalents si et seulement si il existe 0 < ¢ < 1 tel que
1
cRe(f(S)hlh) < Re(f(T)hlh) < —Re(f(S)hlh)
pour tout h € H, pour tout f € A(D).

Démonstration. C’est immédiat. O

Proposition 19. S est Harnack dominée par T si et seulement si
de>0,Vz €D, K,(S) < cK,(T)
14+ZX

H
Démonstration. Soient S, T avec S<T et z € D. Pour A € D, on a P,(\) = Re(1 7)\) > 0. Notons
-z
1 A
-\ = 1+f>\ ; [ € A(D). Soit h € H. Soit C la constante de Harnack domination donnée par la

définition de S -< T.
(K.(S)h|h) = Re(f.(S)h|h) < CRe(f.(T)h|h) < C(K.(T)h|h)

Ainsi K, (S) < CK,(T') pour tout z € D.

Réciproque : Soit f € A(D) de partie réelle positive. Soit r < 1. On suppose : Vz € D, K, (S) < K, (T)
27

Re(f(rS)h|h) = Re(% /(Kmae(T)f(ew)dH)Mh) d’apres la formule de Poisson
0
2

— (5 [ R Eyo (S)]1)0)

0
1 .
< cRe(2— /Kreie (T)f(e'?)dh) car tous les termes sont positifs
™
0
< Re(f(rT)h, h)

H
L’inégalité se prolonge a r =1, donc S <T. O
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Corollaire. S et T sont Harnack équivalentes si et seulement si

Je €]0,1],Vz € D, cK.(T) < K.(S) < ~K.(T)

Exemple. Soit T une stricte contraction : ||T|| < 1. Alors T" est Harnack équivalente & 'opérateur nul.

Démonstration. Dans la partie 2.4 on a montré que si T' est une contraction stricte avec ||T|| = r, alors
pour tout h € H,
e[l < (K=(T)h|h) < caf B[

Comme K,(0) = Idy, on obtient que T' est Harnack équivalent & 0. O
Nous énongons la propriété suivante, qui généralise le résultat prouvé en 2.4 :

Théoreme 5. (i) Si S et T sont deux contractions Harnack équivalentes, il existe une dilatation unitaire
Us de S et une dilatation unitaire Uy de T vérifiant : Ug et Ur sont unitairement équivalentes.
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3 Opérateurs de classe C,

Dans cette partie, on introduit les p—contractions pour p > 0. Quand p > 1, on peut ainsi
généraliser la notion de contraction. Méme si la définition des classes C), d’opérateurs s’énonce en
termes de dilatations unitaires, on peut en donner une caractérisation avec le noyau de Poisson :
T e€C, & K,(T) > (1 — p)Idg pour tout z € D. On peut ensuite introduire des normes w, qui
approchent le rayon spectral de T quand p — oco. On verra aussi que les p—contractions sont denses
dans ’ensemble des opérateurs a puissances bornées.

3.1 Classes C,, définitions et propriétés

Définition. Soit p > 0, T € B(H). On dit que T est une p-contraction lorsqu’il existe H' > H espace
de Hilbert tel que H est fermé dans H’, et un opérateur unitaire U € B(H') vérifiant

vn Z 1,Tn = pPHUn|H
ou Py est la projection orthogonale sur H. L’ensemble des p—contractions de B(H) est noté C,.
Remarque. L’écriture T" = pPyU™| gy n’est pas valide pour n = 0 sauf pour p = 1.
Lemme. Soit H, H' deux espaces de Hilbert, H C H' et H fermé dans H’.
(i) L’application d’inclusion jg : H — H’,j(h) = h est linéaire continue.
(#2) Son application duale j5; : H — H est la projection orthogonale sur H : jf; = Py
Démonstration. Soit v € H,y € H'.

i (@)|m = ||z||g = ||z||g. Comme H, H' sont des espaces de Hilbert, on a donc ||jg|| =1 et en
particulier jz continue.

Galy)i = (ely)m = (@ljiy)n. Quel que soit @ on a (zly — jiy) = 0, ainsi y — jjy € HE et
Jiy € H. L’identité est vraie quel que soit y € H', et elle caractérise la projection orthogonale sur H.
Donc j3; = Pq. O

Corollaire. Stabilité par adjoint : T € C, = 1" € C,

Démonstration. Soit n € N*. Comme T est une p—contraction, on peut l’écrire T = pPyU™|g, ou
encore 1" = pPyU"jp.
(T*)" = (T™)* = (pPuU"in)* = pj;(U*)" P}y = pPy(U*)"jg. Ainsi pour V=U*=U"!on a

Proposition 20. Stabilité par puissances :
Soit n € N* et T'€ C,. Alors T" € C,,.

Démonstration. Pour tout k € N*, (T")*¥ = T = pPy(U")*|y. Donc T" € C, et U™ est une
p—dilatation de T™. O

Remarque. Pour p = 1, I’ensemble des p—contractions est ’ensemble des contractions au sens usuel
d’apres le théoreme des dilatations de Nagy.

Proposition 21. Si T € C,, T est a puissances bornées. En particulier,
TeC,=o(T)CD
Démonstration. On écrit T™ = pPyU"jg, ou jg est Uinclusion jg : H — H'. Soit n € N, si n = 0,
T™ = Idg donc ||T"||=1;sin >0,
T[] = lpPaU"jul|

< pl|Pull IU]| ljull < p
car ||Pg|| = ||U™|| = ||jm|| = 1. Ainsi les puissances de T sont bornées par 1 + p.

r(T) = lim IT™||* < lim (1+p)* = 1. Donc o(T) C D. O
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Remarque. Soit p > 0 et T € C,. Comme r(T') < 1, on peut définir le noyau de Poisson K. (T") pour
tout z € C, |z| < 1.

Théoreme 6. Inégalité de Von Neumann pour les opérateurs C,
Soit T' € C, et f € C[z] un polynéme. Alors on a

IF (DIl < itelglpf(Z) + (1 =p)f(0)]

Démonstration. Soit U une p—dilatation unitaire de 7' dans H'. Pour tout k > 1, on a T* = pPyU*jy,
et T° = Pyldp ju. Ainsi f(T) = Pu(pf(U) + f(0)(1 — p)Idn:)jn.
1FD| = [1Pa(pf (U) + FO)(1 — p)Tds )i
<|Ipf(U) + (1 = p) F(O)Idyy |
< r(pf(U) + (1 - p) f(0)Idp)
En effet, pf(U)+ (1 — p) f(0)Idg est normal, donc son rayon spectral est égal & sa norme. De plus,
nwealpf(U)+(1—p)f(0)Idy )< INea(T),p=pf(A)+(1—p)f(0). On a ainsi :

r(pf(U)+ (1 =p)f(0)Idn) = s lpf(2)+(1=p)f(0)] < SIp. [pf(2)+ (1= p)f(0)] car o(T) C D.

Donc [[f(T)]] < Sip lpf(2) + (1 = p)f(0)] H

3.2 Noyau de Poisson et opérateurs C,

On a vu précédemment que la positivité du noyau de Poisson caractérise les contractions. L’objet
de cette partie est de prouver qu’'un analogue du noyau de Poisson caractérise les p—contractions.

Définition. Soit z € D, p > 0,T € B(H),r(T) < 1. On définit le p—noyau de Poisson par :

K2(T) = K.(T) + (p — 1)Idy

Notation. K2(T) = pldg + Y. (ZT)" + (:T*)" = pIldy + . (7)™
n=1 nez*
Rappel : pour T € B(H) on note T = T" sin >0, T(™ = T*" sinon.

En notant TS = pldg sin=0; T™ =T" sin > 0; T\ = T*" sin < 0, on a donc

K(T) =) (T)5"

ne”Z

Lemme. Soit T € C,, U € B(H) une p—dilatation unitaire de T', z € . Alors on a :

> @U)™ = Re((Idy +2U)(Idg —ZU) ™)
nez

et
KP(T) = pPgRe(Idy +zU)(Idy —zU) " Y)|u

Démonstration. Y. (ZU)™ = Idg + 3. (ZU)" + (2U)™
nez n>0
= Idy + 2Re( Y (2U)")

n>0
= Re(Idy + 2(Idy —zU)~* — 2Idy)
= Re((Idy +zU)(Idy —zU)™ 1)
Ko(T) = pldy + ¥ (37)(™)

nez*
=pldy + Y pPu(zU)™|y
nez*
— pPyRe(Idy +20)(Idy — 2U) g =
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Proposition 22. Soit T'€ B(H),p > 0. Si T € C,, alors
Vz €D, K(T) >0

Démonstration. Soit h € H et h' = (Idg —zU)~th. En utilisant le lemme précédent, on a :
(K2(T)h|h) = pRe((Ids +2U)(Ids — 2U)~")hlh)
= pRe((Idg +zU)W |(Idg —zU)~1)H)
= p([|[W']| = [2P|[UN]]) = 0
car U est unitaire donc c’est une contraction. O]

Et en fait, la positivité du p—noyau de Poisson caractérise les opérateurs de classe C,, !
Théoréme 7. Soit T € B(H) avec o(T) C D. Alors
TeC,&V2eD, K (T)>(1—p)ldu
Définition. On note Hy I'ensemble des suites a support fini de (2(H). Soit (hy)nez € I*(H).
(hn)nez € Ho < {n, hy, # 0} est fini
Hj n’est pas un espace de Hilbert.
Lemme. Soit T € B(H) tel que K,(T') > 0 pour tout z € D. On définit sur Hy la forme sesquilinéaire :

Hyx Hy —

Qo opop Z Z (T hy|1)

nGZz —Jj=n
® est positive, éventuellement dégénérée.

Démonstration. Soient h, h' deux suites & support fini de I2(H); on peut les voir comme des fonctions
de 6 en écrivant : h(0) = 3 hpe'?.
neE”Z
Remarquons d’abord :

27
AR TV B
0
Soit r < 1 et &, défini par
1 2
O, (h,h') = — [ (K’ ., (T)R(0)|W (0))do
(1) = g [ (K2, DO )
1 2m
hIk K? o (T)h(0)|1'(6))do
P 01) = 325 [ Zen (TIRO0)
_ Z Z Z /T|n\ 7m0T n)eljah |exk0h/)
n€” jEL ke,
car deux sommes sont ﬁmes et la somme en n converge uniformément en 6 dans B(H)
2
1 1 A :
o (hlR) == ‘”‘(T(")hz|h/)—/e‘e(*”ﬂ*k)de
p71]k€Z 2m
,Z Z rinl T(")h 128
nEZJ k=n
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Comme les sommes sont finies, cette quantité tend vers ®(h, k') quand r — 1.
Soit h € Hy; alors ®(h,h) = lim1 ®,.(h,h); soit r < 1,
r—

2
1
h,h K’ ,(T)h(0)|h(6))do >0
000010 = 5 [ OO >
car on a supposé K?(T) est positif pour tout z € D. Donc Vh € Hy, ®(h, h) > 0. O

Démonstration. Preuve du théoréme :

Soit Hp muni de la forme sesquilinéaire positive ® définie précédemment. On note Z = {h €
Hy, ®(h,h) = 0}; Z est un sous espace de Hy. Soit Hy = Hy/Z 'espace quotient, muni de la projection
de ® puisque ® ne dépend pas du représentant modulo Z. De plus sur Hy, ® est non dégénérée : Hy
est un espace pré-hilbertien.

Soit H' le complété de Cantor de H; pour ®. Alors H est un sous espace fermé de H', H' est un
espace de Hilbert muni de ®, et I'image S du shift sur Hy dans H' est une dilatation unitaire de 7.

H = {((hn)netho S H,Vn 7é O,hn = O,h S H} C HO

HnNZ ={0} donc H est isométriquement équivalent a sa projection dans H; ; comme H est un espace
de Hilbert et que la restriction de ® a H est le produit scalaire de départ de H, H est fermé dans Hy,
isométriquement équivalent & son image dans H' et fermé dans H’.
. Hy — Hy
Soit Ug : ;
0 (hn)nEZ = (hn—l)nEZ
Montrons que UO stabilise Z, on pourra ainsi la passer au quotient : soit h € Z, on a ainsi :

®(h, h) Z > (T hilhy) = 0. Comme Uph = (hi—1)iez on a
p
n=—o0 i{—j=n
®(Uoh, Uph) = Z > (T M hia|hyoa) Z > (T hilhy)
TL——OOI _] =N n=-—00 i— _] =n

Comme Uy(Z) C Z, on peut donc définir Uy sur H; = Hy/Z car I'image par Uy ne dépend pas du

représentant. Par densité de H; dans H’, on définit ensuite U : H' — H' I'unique opérateur qui

prolonge Uy. Soit h,h' € H. Donc h,h' € Hy; h; =h, =0s1i#0; ho =h; h{ =h'. Soit k > 1.
(U*h|W) i = (UG h|W ) a0

72 ST (T R n)

nEZz —Jj=n

- Z Z ,-_k|h;») et j =0,i=Fk,n=k est le seul terme non nul

n621 j=n
= f( TS holhg)
= ~(T*h|n")
Donc —T* = PHU]“\H, ou encore,
P

Tk = pPHUk|H

3.3 Propriétés des opérateurs de classe C,

Proposition 23. Soient p,p’ > 0, p < p’ = C, C C,. En particulier, si T est une contraction, alors
T € C, pour tout p > 1.
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Démonstration. Soit T € C,,z € D;
K.(T)>(1—p)ldg > (1 —p')Idy car p < p'. Donc T € Cp. O

Proposition 24. - C, est équilibrée : si |\| =1,T € C, & XT € C,.
- C, est étoilée par rapport 4 0 : si R € [0,1], T € C, = RT € C,,.

Démonstration. Soit A € C, || = 1.
TeC,oV2eD, K.(T) > (1-p)ldu
&VzeeD K5 (T) > (1 —p)ldy
< VzeD, K, (A\T) > (1—p)ldy < XT € C,
Soit RER,0< R<1;

TeC,=>V2eD K, (T )z (1 p)IdH
=VzeD K,(R )2( IdH:>RT€C O

Théoréme 8. Caractérisations :

1 2
T e€C,<VYzeD,Yh e H,|R|>-2(1 - ;)Re(zTh\h) + (1 - ;)HzThHQ >0 (%)

s o(T)CD et VzeD,Yhe H,(p—2)||h]|*> + 2Re(h|(Idg — 2T)""h) >0 (xx)

Démonstration. Soit T € C,. Alors o(T) C D et K=(T) > (1 — p)Idy.
K=(T)+(p—1)Idgy > 0 ¥z, b, (Idyg — 2T)~"hlk) + (Idg —=T*)~"h|h) — (|R) + (p— 1) (]R) > 0
& Vz,h, (p—2)(hlh) + 2Re(h|(Idyg — 2T)"*h) >0

On a ainsi montré T' € C, < (*%) ; Montrons que (x) et (**) sont équivalentes.

Soit T vérifiant (xx). Soit z € D, et h € H. Soit h' = (Idyg —ZT)h et 2/ = —z. On applique (xx) &
Z/,h', on a ainsi :

0 < 2Re(W|(Idy — 2'T)~ h") + (p — 2)||W||?

< 2Re((Idg — 2'T)h|h) + (p — 2)((Idsr — 2/ T)h|(Idg — 2'T)h)
< 2||h|]> = 2Re(2'Thlh) + (p — 2)|h]|* + (p — 2)[|z'Thl[* + 2(2 — p) Re(Th|h)
< plIRl? + (p = 2)||2Th][* = 2(p — 1) Re(zThlh)

En divisant ce terme par p on obtient (x). On peut remarquer que (%) entraine I'inégalité (xx) si
Pon admet linversibilité de (Idy — 2T). Donc il ne reste qu’a prouver : T vérifie (x) = r(T) < 1.

Supposons par 1'absurde que o(T) ¢ D. Alors il existe zo € D, % € 9o(T). Alors % est une valeur
propre approchée de T. On a : I(hy)neny € H,Vn € N, ||hy|| = 1, ||(T — %IdH)hnH — 0.

En particulier, nh_>rr010 [|zoThn|| = nh_}xrolo [|hn]] = 1, et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
on a [(20Thy|hy) — 1| = [(20Thn — hnlhn)| < [|20Thy — hyl|, et cette quantité tend vers 0. Ainsi
lim (z0Thp|h,) =1
n—oo

Soit 0 <r <1—|z0| et z=(1+4+71)zp; z €D, on applique I'inégalité (x) pour z, hy,

2 1
1+(1— ;)(1 +7)2||20Thn > = 2(1 +7)(1 — ;)Re(onhn|hn) >0

En passant & la limite (n — 00), pour tout 0 < 7 < 1—|zo| on a (p — 2)r* — 2r > 0. Cette identité est
absurde pour r suffissamment proche de 0. Donc (%) = o(T") C D. O

3.4 Exemples et cas particuliers

Définition. Soit T € B(H). L’image numérique de T est définie par
W(T) = {(Th|h), [[n|| =1}

Le rayon numérique de T noté w(T) est défini par w(T) = sup |z| = sup |(Th|h)]
2€W(T) [1rl1<1
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Proposition 25. Pour p=2:T € Cy & w(T) <1

Démonstration. On utilise (*) :
2 1
TeC, & VhVzeD,|h|*+(1- ;)\|zTh||2 —2(1 - ;)Re(zThUz) >0

Soit T € Cy; Vz € D,Vh € H, ||h||* > (2Th|h). Par continuité du produit scalaire I'inégalité s’étend sur
D, de plus max(zTh|h) = |(Th|h)|. Soit h € H, ||h|| < 1. Alors |(Th|h)| < 1. Donc w(T) < 1.

z€D
Réciproque : soit T tel que w(T) < 1. Alors |(Th|h)| < ||h||? pour tout h € H. Pour z € D, on a
Re(2Th|h) < |(Th|h)| < ||h||?>. Donc T vérifie (*) pour p = 2, ainsi T € Cs. O

Proposition 26. T +— w(T) est une norme sur B(H).
Ce résultat est prouvé dans un cas plus général en section "normes w,”.

Exemple. Soit p € R’ . Pour quels A € C a-t-on Aldy € C,?

Pour commencer, on a déja vu que les classes C, sont équilibrées, donc Aldy € C, < |AIdy € C,,.
On se ramene donc & A € R7. De plus, AMldg € C, = A < 1, car tout opérateur de classe C, est de
rayon spectral inférieur & 1.

Soit A < 1. K,(Mdg) = Kx,(Idg) = Pr.(1)Idg.

Mdg e C, &VzeD, K, (Mdg) > (1 p)]dH

S VzeDPy,()Idyg > (1 —p)ld

1—[2A2
D, ——
S Vz e i Z)\|2_( )
1—A
1—
1 z1-7)

Sip>1, cette 1dent1te est toujours vérifiée car le noyau de Poisson est positif. Pour p < 1 I'inégalité

s’exprime aussi A < QL Finalement on a :

p
Sip>1,MdyeC, e A<

Sip<1,MdyeC, <:>|/\|<2pp
Exemple. Soit s > 0 et T = (8 0 ) défini sur H = C2. Alors T € C,.

1 7Zs
zs 1

>( ) < >)5(|I|2+|y|22R6(zzy))20

naVvr < s,Ts ¢ Cr. En particulier, les inclusions des

o(T) = {0} € D. On peut donc définir K,(T) = ( ) pour tout z € D.
Soit h = ( v ) e C2.
Y

(K.(T) + (s — 1)y )h|h) = (

Donc Ts € Cs; de plus comme ||T||
classes C, sont strictes des que dim(H) > 2

|| —

Remarque. On a vu que les opérateurs C, sont a puissances bornées, mais la réciproque n’est pas

vraie. On peut construire un contre-exemple sur H = L?([-1,1],C) :

1
= — 351 <0
Soit V: H— H, Vf(x) = f(—z). Soit A = M, la multiplication par a(@) 2 7=V Alors

\/5 sinon

lopérateur T = ALV A est & puissances bornées par 2; on vérifie pour cela :
Tf(x)= 2f(—z) si <0C

1 .
§f(—ac) sinon

Ensuite on peut montrer que 7' n’est dans aucune classe C,, alors que Vn € N, ||T"|| < 2
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3.5 ”Normes” w,

On a déja remarqué que Cj est la boule unité de la norme ||.|| sur H. On a par ailleurs mentionné
que Cs est la boule unité de la norme w(.) sur H.

On introduit ici des fonctions w, : B(H) — R, qui sont parfois des normes, dont les "boules unités”
sont les classes C,,.

Définition. Soit p > 0 et T € B(H). On définit le rayon p—numérique de T par
T
w,(T) = inf{R > 0, =€ C,}

Proposition 27. Soit p,p’ > 0,7 € B(H), A € C.
(i) 00 > w,(T) = r(T)
(i) w,(T) = [\, (T)
(tii) wo(T) <1 TeC,
(iv) Sip=p's wy(T) < wy(T)
(v) SiT est normal, w,(T") = ||T|| pour tout p > 1

Démonstration. (i) : pour w,(T) < oo il suffit de remarquer que pour R assez grand, % € C,. Soit

R > ||T||; alors (%) < 1 donc la somme suivante a du sens :

2 X, T 21
IdH—fReZ((%)") >(1-= Z(|§|.||T||)")IdH — Mdjz, et A > 0dés que R > [|T||(14-2). Alors
P k=1 pk:l

L € C, et donc w,(T) < R; En admettant (iii), on a aussi r(%) < 1 car c¢’est une p—contraction,
ainsi w,(T) > r(T).
(1) Les classes C), sont équilibrées : si |A\| =1, \T € C, & T € C,,.
w,(AT) = inf{R > 0,2F € C,}
inf{|]A\[R >0, % € C,}
— I\l (T).
(79¢) Les classes C), sont étoilées par rapport & 0.
w,(T)<1eVR>1,LeC,
SVR>1V|z| <1,K.(%) > (1-p)ldy
S VR <LV|z| < 1,Kg.(T)> (1 —p)ldy

<TeC,
On trouve ainsi w (1) € C, (qu'on a utilisé pour montrer (7)). Par ailleurs pour p =1 on a :
p
w(T) = ||T]
(iv) % €C, C Cy,donc wy(T) > wy (T).
(v) Sip>1et T normal, ||T|| =wi(T) > w,(T) > r(T) = ||T||. Donc Vp > 1, w,(T) = ||T|. O

Exemple. - wy(T) = w(T) : comme on I’a mentionné dans la section "exemples”, w(T) <1< T € Cs.
Par définition de ws on a donc wy = w.

On établit un lemme de topologie avant de se lancer dans la preuve suivante.

Lemme. Soit ¢ : B(H) — R4 homogene de degré 1, avec ¢(T) = 0 < T = 0. Alors ¢ est une norme
si et seulement si sa boule unité B := {T € B(H), p(T) < 1} est convexe.

Démonstration. On suppose ¢ est une norme. Soient T,7” € B, A € [0,1], alors ¢(AT + (1 — \)T") <
A+ (1= X) =1, donc B est convexe.
Réciproquement, on suppose que B est convexe. Alors RB = {T, o(T) < R} est convexe pour tout

T T
R > 0. Soient T',T" deux opérateurs non nuls. Il existe A €]0, 1], ? = f( )? = R.
T T/ !
o(T+T') = <p(AX +(1=X) - A) < Rcar £, {5 € RB, et RB est convexe. Ainsi, (T + T")

<
AR+ (1= R = o(T) + o(T"). O
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Proposition 28. Soit p > 0, T € B(H). Alors
(i) w,(\T) = [N, (T)
(1) w(T) =0T =0
(iii) Si p < 2, wy(T+T') < w,(T) +w,(T")

Démonstration. On a déja établi le premier point ; pour montrer (i¢) on va montrer un résultat plus
fort : w,(T) > %||T||

T IT] LT
—& > 0. Alors ||w_€\| = > p. Ainsi, T é C,,
p

Soit € > 0 tel que

I =
p IT]| = pe z
donc %||T|| — & < w,(T). Comme cela marche pour tout € assez petit, w,(T) > %HTH On en déduit
w,(T)=0=||T||=0= T =0. De plus 0 € C, donc w,(0) = 0.
On va prouver l'inégalité triangulaire par la convexité de C) si p < 2.
(133) — 1°7¢ étape : on reformule la propriété (**). Soit p <2, et T, r(T') < 1. Alors

T €C, e VYhe HVz €D, 2Re((Idy — 2T)h|h) > (2 — p)||(Idg — 2T)h|[?
En effet, (Idyg — 2T) est inversible, soit b’ = (Idg — 2T)h; en appliquant (xx) & h', on a :

TeC,=Vh € HVze€D,2Re(W|Idg — zT) 1) + (p — 2)||W']|> > 0
= Vh € H,Vz € D,2Re((Idy — zT)h|h) > (2 — p)||(Idy — 2T)h||?

On étend I'inégalité & D par prolongement des inégalités, car chaque terme a une limite quand z — 1.
—2¢me gtape : ||.||? est une fonction convexe sur H. Soient z,y € B(H), soient A\, u > 0, A\ + p = 1.
On a [[Az + py|[* = N[|z]|* + p?[[y||* + 2A\puRe(z|y) ; Donc :
Nl ? + ullyll? — I\ + gl = (= M2)l[a2 + (1 — p2) 1yl — 2uRe(aly)
— Mu(ll2l? + [lo]? — 2Re(zly))
> Ml |2 P+ [ylP = 2[l]]-||yl])
= Au(|z]] = [lyl])* = 0
—3¢¢ étape : convexité de C,. Soit T,T" € Cp, A\, p € (0,1, A+ p=1,2€ C, 2] < 1.
2Re((Idg — 2(AT 4+ uT")h|h) = N2Re((Idg — zT)h|h) + p2Re((Idg — zT")h|h)

(
> (2= p)(M|(Idy — 2T)h|[* + pll(Idy — =T")h[?)
> (2= p)|[\(Idyy — 2T)h + p(Idyy — 2T")h |
> (2= p)llIdy — (AT + pzT")h||?
Donc \T' + p1" € C, O
Corollaire. Si p <2, w,(.) est une norme équivalente a ||.|| sur B(H).
1 2
Démonstration. D’apres ce qui précede, on a —||T|| < w,(T) < ||T||(1+ —) O
P P
Corollaire. L’'image numérique w(T') := sup |(Th|h)| est une norme sur B(H).

[1All=1

Définition. Deux opérateurs T,T" € B(H) commutent doublement lorsque T" commute avec T et T™*.
La relation est symétrique.

Proposition 29. Soit T € B(H),p > 0,n € N*; alors w,(T") < w,(T)"
Démonstration. On a déja remarqué que les classes C, sont stables par puissances, c’est immédiat

avec la définition. Soit T € B(H). Alors € C,. Comme C, est stable par puissances on a

w,(T)

)") < 1; d’apres I'homogénéité de w, on obtient

w,(T") < w,(T)"
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1 si p>1
Exemple. w,(Idg)= 2—p

stnon

F 9

|
'u;p( dH)

¥

0 1 9 3

Id
Pour p > 1, on a Mdy € C, < |A| < 1. Donc ?H €C, e R>1ectainsi w,(Idy) = 1. Si p < 1,

9 _
MdyeC, e A< 5 P , et de méme on obtient w,(Idy) = Ry
- P
. 0 s Ts T, s
. = . > n. — =1 s — — >
Exemple. Soit s > 0, T (O O)TseCpﬁspDeplusR TR,doncReCpﬁ)Rf

pe R< ° Donc w,(Ts) = 2
p p
Proposition 30. Soit T' € B(H).
(1) SiT #0, lim w,(T) = 400
p—0
(i) Tim w,(T) = r(T)

Démonstration. (i) est clair d’apreés w,(T") > %HTH

(#1) : pour tout p > Oona € C,, son rayon spectral est alors inférieur & 1. Donc r(T") < w,(T)).

T
w,(T)
Par ailleurs, w,(T") est une fonction décroissante de p, ainsi r(T') < lim w,(T), et cette limite fait sens.

p—00
Supposons r(7T') < 1. On va montrer qu'il existe p assez grand pour avoir T € C,, soit w,(T) < 1.
Le noyau de Poisson est bien défini et continu sur un voisinage de I car r(T') < 1. Alors il existe
IM € R,Vz € D||K,(T)|| < M, car ||K.(T)|| est continue sur D qui est compact. Soit z € D
K(T) > —||K.(T)|[Idy > —MIdy. Soit p > 1+ M on a

K.(T) = (1 - p)ldn

donc T € C,
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Soit T' € B(H). Si r(T) =0, Vn € N;r(nT) = 0 < 1. D’apres ce qu’on a vient d’établir il existe

1

< < —. Ainsi Li =0.

p > 0 tel que w,(nT) < 1, ou encore w,(T') < - Ainsi plgr;o w,(T) =0
T 1 T
Sir(T) > 0,onprend e > 0. r( T e)r(T)) =11 < 1. D’apres ce qu’on a vu Jp, wp(m) <
1, donc w,(T) < (1+¢)r(T). Ainsi
Tim w,(T) = 7(T)
O

Proposition 31. [J C, est dense dans I’ensemble de opérateurs a puissances bornées.
pERY

Démonstration. Soit T' & puissances bornées par M. r(T) < lim M= < 1.
n— oo

Soit s < 1; alors r(sT") < 1. D’apres la preuve du résultat précédent, on en déduit : 3p > 0sT € C,,.
lin% sT =T dans B(H), donc |J C, est dense dans ’ensemble des opérateurs & puissances bornées
5— pER?

(au sens de la topologie de B(H)). O
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4 Mesure spectrale d’une contraction

Dans cette partie on établit des résultats de théorie de la mesure et espaces hP(D), pour pouvoir
construire une mesure spectrale x7 d'une contraction. Cette mesure spectrale permet d’estimer le calcul
fonctionnel des polynoémes, de l'algebre du disque, et sous certaines conditions, de définir un calcul
fonctionnel de H>°.

4.1 Représentation des espaces de Hardy h?(D)
Définition. (1) Soit 1 <p < ooet fe Har(D). On dira que f € h?(D) si

11}, = lim /Ifse )Pd6 < o

h?(D) est un espace de Banach muni de ||.||,.
(12) Pour p = 400, soit f € Har(D). On définit :

fehr®M) < ||fllo :=sup|f(z)|] < oo
z€eD

h*>°(D) est un espace de Banach pour ||.||so-
(734) Soit M(T) I'ensemble des mesures sur le cercle unité T, u € M(T). Soit ||.|| la norme :

[lpel] = sup{z |(Ap)], Ap C T mesurables, |_| A, =T}
neN neN

Elle munit M(T) d’une structure d’espace de Banach.

Théoréeme 9. Dualités :
(i) sip#1, LP(T) = L9(T)* avec % + % =1.
(ii) L'(T) n’est le dual d’aucun espace.
(i) M(T) = C(T)*

Proposition 32. Soit p # 1; alors LP(T) est isométriquement isomorphe & h? (D), par ’application
f € LP(T) — Py € h?(D), avec :

Démonstration. Pour prolonger une fonction f € LP(T) au disque D de fagon harmonique, on définit :

27
1 . . .
Pi(z) = %/Pz () f(€'?)df ; on vérifie que Py est harmonique sur D : z = P,(e'?) est harmonique

0
pour tout 6 et |P,(e'?) f(e'?)| = P.(e'®)|f(€'?)]. Sur tout compact K de D, on a une domination par
Ck|f(e?)| (intégrable), ou Ck = sup |P,(\)|. Ainsi Py est harmonique sur D d’apres le théoreme
z€ K,\€T
de convergence dominée. De plus grace au principe du maximum on a || P |[prmy = || f|]-

Réciproque : soit u € hP(D); pour r < 1 on définit f,.(e'?) = u(re'’).
Comme p # 1, LP(T) = L(T)*. Donc (f;)rcjo,1| est une famille de formes linéaires, bornée par
|[w]|he (). Par compacité pour la topologie faible *, il existe une sous-suite 7, — 1 et f € LP(T) tels que

V(pGLq hm 7/]07," 19 19 2 /f 19 19
"n= m
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Et on définit ainsi f sur T. Soit z € D. En particulier pour ¢ = P, € L? le noyau de Poisson, on a
: 1 i0 i0 1 i0 i0
lim —— [ f, (e”)P:(e")df = Py f(e”)P.(e")do
™
T

Comme Vz € D, lim f, (2) = lim u(r,z) = u(z) on a prouvé l'existence de f € LP(T)
n—oo

n—o0
1 2
- i0 0y _
WeD?W/ﬂeﬂﬂe) u(z)
0

Ainsi u = Py et la premiere étape permet de conclure. Il ne reste plus qu’a établir I'unicité de f. Mais
d’apres la premiere étape, h — P, est une isométrie, elle est injective. Donc f est 'unique fonction de
L? telle que u = Py.

O

Remarque. L’espace de Hilbert H = L?(T) se représente comme h%(D). On peut alors définir sur
L?(T) des opérateurs inspirés des fonctions harmoniques.

Par exemple pour ¢ : D — D holomorphe, on a f o ¢ harmonique sur D. Alors on peut définir
l'opérateur de composition Cy, : f + f o ¢ sur h*(D) (peut étre sous certaines conditions sur f).

On a vu que toute fonction de h?(ID) se "prolonge” sur le tore en une fonction LP. Ce résultat n’est
pas vrai pour p = 1 : les fonctions de h!(DD) s’étendent au cercle unité en tant que mesures sur T.

Théoréme 10. hi(D) est isométriquement équivalent & M(T) par 'application p € M(T) — P, €
h1(D), avec :

2

Pue) = [ Prae(e)dn(e)

0

Le théoreme est admis. La preuve est proche de celle que I'on a vue précédemment, mais les argu-
ments et espaces mis en jeu different.

27
Corollaire. Soit f harmonique sur D avec lirr} = [ |f(se)]df < oo
s—
0

Alors il existe une unique mesure py sur T telle que
27
VzeD, f(z) = / P.(e)dpy(e')
0

4.2 Mesures de M(T)

On va faire un bref rappel sur les mesures, en particulier 1'espace M(T).

Définition. Soit u € M(T). On note |u| € M (T) la variation totale de p, définie par

|M|(A) = sup{z |M(An)|7 |_| Ay = A}

neN

D’apres la définition de la norme sur M(T), on a donc ||u|| = |u|(X). Pour u € MT(T) on a |u| = p.
En particulier |A| = A.
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Remarque. L'(T) C M(T). En effet, si f € L' on peut lui associer la mesure duy = fdX, ot X est la
mesure de Lebesgue du tore. On a

2T

Wmcmy/wwzjk@%ﬂw)

T 0

ﬁ
2T

L’application f +— py est une isométrie.

Définition. Soit u € M(T) et A un sous ensemble mesurable de T. A est u—négligeable si |u|(A) = 0.
On dit que p est absolument continue (par rapport & la mesure de Lebesgue \) si tout ensemble
p—négligeable est A—négligeable, c’est a dire

VA mesurable ,\(A) =0 = u(A) =0

On dit que p est o—singuliére par rapport a A si il existe A mesurable, tel que A\(A) = 0 et pour
tout Y C T mesurable, on a
u(Y) = u(Y 1 4)
En d’autres termes, toute la masse de i est concentrée sur ensemble A qui est A—négligeable.

Notation. On note p << A la relation : u est absolument continue par rapport a A. On note p L A si
1 est o—singuliere par rapport a .

Exemple. Soit §; la masse de Dirac en 1, définie par /g@ddl = (1) pour ¢ € C(T). § est c—singuliere.
Elle a un atome en 1.

On peut construire des mesures sans atome qui sont o—singulieres, par exemple si la masse est
portée par un ensemble de Cantor.

Proposition 33. Soit € M(T), avec u << . Alors il existe une unique fonction f € L!(T) vérifiant
W= pif, soit du = fdA
Théoréme 11. de Radon-Nikodym
(7) Soit p une mesure sur T et A la mesure de Lebesgue. Alors il existe un unique coupe de mesures
v,p € M(X), avec
p=v+p , v<<A, plA

(i) Soit p une mesure et v sa partie absolument continue par rapport a A. Alors 3!f € L*, v = yuy,
ou encore

dv = fdX
On dit que f est la dérivée au sens de Radon Nikodym de p par rapport a A.

(#it) f est donnée par la limite radiale :

27
(") = lim P, (re'") = lim [ P, (e)dpu(e”)
0

Pour A—presque tout ¢ € [0, 27].

4.3 Noyau de Poisson et mesure spectrale

Lemme. Soit T une contraction et z € D. Alors

2m
1

— i < .
e [ (o (Daly)as < o]
0
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Démonstration. On va refaire le calcul de la preuve de I'inégalité de Von Neumann. Comme 7" est une
contraction, K,(T") > 0 pour tout z, et on considere la racine carrée positive K7, de K,(T).

27
1 27
7 | Erero(T)zly)dd = or f (K o] K] i0y)df < 5 f 1K o[- K. oyl |6
0
1 2 1 27
P Of 1K ol[?d.y [ 52 f 1K o yl2dO
1 27
2 bf 76‘3I|1‘ do 27\— f 7‘6‘9y|y d9 < ||17|| ||y||
D’apres la formule de Poisson : o /KTeis do = Idpg. O
i

Proposition 34. Soit T une contraction et K, (7T') son noyau de Poisson pour |z| < 1. Soient =,y € H.
Alors il existe une unique mesure z , € M(T) telle que

27

VzeD, (K. (T)xly) = /P( Ndul ,(e)do
0

Définition. On a appelle u” la mesure spectrale de T.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que u : z +— (K, (T)x|y) est harmonique et que la famille ( [ |u(£)]d€)r<1
rT
est bornée Alors u € h*(D) donc on peut représenter u par une mesure sur le tore qui réalise I'identité

f P.(e'%)dud, qu'on appelle alors X -
go(z) > (Trxly)z" + Z (T*"z|y) + (x|y). On peut déja remarquer ¢ est harmonique sur D car
n>1

elle est somme d’une fonctlon holomorphe et antiholomorphe. De plus, d’apres le lemme précédent,

27

1
Vr < 1gr [ 1Ko (Da,)1d0 < ol 1y

0

1 A
Alors on en déduit sup — [ 27|@(re'?)|dd < ||z]|.]|y|| ou encore ¢ € h'(DD).
0<r<1 2T

Ainsi, d’apres le théoréme de représentation des fonctions de h'(ID), on sait qu’il existe une unique
mesure ., € M(T) qui réalise :

27

Vz e D, (K. (T)z|ly) = /Pz(eie)duiy(eig)

0

Proposition 35. Soit T une contraction. Il existe une unique fonction L!'(T) notée xTy avec

2 y(e?) = lim (K,.c0 (T)z]y)

r—1

pour A—presque tout . De plus xTy est la dérivée de Radon Nikodym de ufyy.
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Démonstration. Soient x,y € H. Il existe une mesure ,uz;y telle que (K, (T)z|y) = /P Y T (')

d’apres le théoréme précédent. Soit f € L(T) la dérivée de Radon Nikodym de /J par rapport a A.
D’autre part, d’apres le théoreme de Radon Nikodym on peut exprimer f comme une limite radiale :
pour A—presque tout 6, on a

2m
f(ew) = ll_)nll Pcio (eit)dﬂz,y(eit) = }i_)nll(Krem (T)xly)
0
On note f = xTy. L’unicité d’une telle fonction f est claire. O

Corollaire. On peut écrire x?y avec une limite radiale : pour presque tout ¢t € R,
2

e Ty(e) = tim [ Prc(e?)dul, ()

r—1
0

Exemple. Soit £ € C, |£| < 1. Ainsi T = £Idy est une contraction. D’apres la formule précédente,
:L,Ty(eiQ) = }E(Kreig(gldff)x|y> = }L}Hji Preig( )(.’II|y)

1°" cas :si €] <1,ona P.,e(§) = nzejz(reﬁf)(" Pgi0(r). Comme Py est continue sur D, on a

6
lim( reio (E1dm)zly) = Peio(1)(z]y) = 2Re (1 +§eia)(x|y) = P:(e'%)(z|y), on peut aussi I'écrire :
r—1 — e
z"y = Pe(aly)

Elle est intégrable car elle est continue. On va vérifier que dans ce cas, duiy = fdX\: ,uf’y est absolument
continue.

On a d’une part : (K, (T)xly) = P.(¢)(x]y).
27 27

de 1 , .
/P (e)z T y(e?)== 5 = 5 P, (") P¢(e?)d(x|y) ; En appliquant la formule de Poisson (pour la
™ ™
0 0
2
1 A ,
fonction f = P,, harmonique sur un voisinage de D) on trouve P,(§) = o /Pz(e‘Q)Pg(e‘G)dG. Cela
7T
0
signifie donc (K, (T)zly) = fP y(&) dA(€). Donc pl, € LY(T).
1—
2 cas :si €] = 1, on remarque Pyi0(§) = et 7‘§|2 Ce terme admet une limite pour presque
re
. 1—7r2
tout 0 :si e £¢& ona Poe(f) = et r§|2 — 0 lorsque r — 1. Donc
re

acTyZO

On sait alors que p , est o—singuliere. On essaie au hasard : soit v = d¢(z]y) la masse de Dirac en £
pondérée par le produit scalaire (z,y).

/P Ndv(e'?) = P,(&)(z|y) = (K. (EIdy)z|y). Donc v est bien la mesure spectrale de 1dy ;

Wy = Oe(x]y)
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4.4 Contractions absolument continues et calcul fonctionnel de H*
Proposition 36. Soit 7" une contraction et (ngy)z,y€H2 sa mesure spectrale. Alors

27

WeAmMﬂﬂﬂw:/ﬂwm£gﬁ>

0

Démonstration. Soit f € A(D). Il existe une suite de polynémes p, qui converge uniformément vers f
sur D; de plus p,(T') converge dans B(H) Vers f(r ) Soit n € N.

Avec la formule de Poisson, p, (rT) = 5= f P (€) K, it (T)dt. En passant a la limite quand n — oo,

27
on obtient f(rT) = 5= [ f(e")K, .t (T)dt.
0
27
On a d’autre part (K,...:(T)z|y) = [ P,,.eat(ew)duiy(ew). On peut appliquer Fubini car les mesures
0
sont finies : )
1 .
(F0)aly) = 5 [ ) Eren (D)l
0
1 2m 2
— it i0y 7, T (,i0
=5 [ 1) [ Proce)au ()t
0 0
27 1 27
_ / - / () Pua(e)dt | du () d’apres Fubini et Pre(A) = Poy(€)
0 0
2m

= /f(rei‘g)duiy(ew)
0
Si on définit f,.(z) = f(rz), f-(T) converge vers f(T') dans B(H) et f,. converge vers f dans A(D).
2

Donc on peut étendre la relation & r =1 : (f(T)z|y) = /f(ew)du;y(ew) O
0

Cela montre que p” est une mesure spectrale qui permet de définir le calcul fonctionnel de A(DD).
En fait, cette formule s’étend aux fonctions de H>® pour une certaine classe de contractions.

Définition. Soit 7 une contraction et u” sa mesure spectrale; on dit que T est absolument continue
si pour tous z,y € H, “iy est absolument continue par rapport a A. Ainsi pour tout z € D,

27

<mwmw=/P<%:m>w

0
Exemple. {Idy est absolument continue si et seulement si |£] < 1.
Proposition 37. Si ||T|| < 1, alors T' est absolument continue.
Démonstration. O
Définition. Soit H>*(D) C h*°(D) lalgebre des fonctions holomorphes bornées sur D.
AD) Cc H*

Proposition 38. Soit T une contraction absolument continue. Alors
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(i) Le morphisme d’algebres ©' : (fD> : ZJS;((I;)) du calcul fonctionnel de A(D) se prolonge en un
morphisme d’algébres © : - b H) en définissant
fooeoe) = (1)
2m "
(FTyaly) = [ )27 y(e) 5
0

(#4) L’application f — f(T) est continue au sens des topologies faibles * sur H> et B(H).
fn %'IU* f ? fn(T) %'IU* f(T)

Démonstration. (i) Soit f € H*. En particulier, f € h*°(D) et d’apres le théoréme de représentation
des espaces hP(D), f peut étre prolongée sur T en une fonction de L*°(T).

27 27
Pour tous z,y € H, [ |f(ei9)acTy(eig) % < ||f\|oo||xTy||1 On peut donc définir f — [ f(eig)xTy(eig)%
0 0
existe d’apres I'inégalité de Holder car f € L>(T) et xTy € LY(T). Cette définition prolonge le calcul

fonctionnel de A(ID) car la formule intégrale était valide pour f € A(D).
(i) : soit f, 5 f. Comme L' C (H*)*, on a alors pour tous z,y € H,

27 2
10 = [ 1T yle®) 5725 [ 5@ ye) 5T = 1)
0 0

Et ainsi le calcul fonctionnel est w *x —w* continu.
Il reste a montrer que cette application est un morphisme d’algebres, la preuve figure dans ” Sz-Nagy,
Analyse harmonique des opérateurs de 1'espace de Hilbert”. O

On termine avec un critere suffisant pour qu’une contraction soit absolument continue.

Définition. Soit T une contraction. On dit que T est complétement non unitaire si T n’est unitaire
sur aucun sous espace de H.

Théoréme 12. Toute contraction T' € B(H) admet une décomposition unique de la forme T' = Ty ® 11,
ou Tj est unitaire et 77 est completement non unitaire.

Théoréme 13. Soit T une contraction, Ty sa partie unitaire et 17 sa partie complétement non unitaire.
Alors T est absolument continue si et seulement si la mesure spectrale p’® de sa partie unitaire est
absolument continue.

Corollaire. Toute contraction completement non unitaire est absolument continue.
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