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Exercice 1. Soit X le nombre aléatoire d’avions arrivant en une heure sur un aéroport. On a estimé
E[X] = 16 et V[X] = 16.
1. A laide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une minoration de P(10 < X < 22).

2. Comparer le résultat avec celui obtenu en supposant que X a pour loi P(16).

Exercice 2. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, combien de fois doit-on lancer une
piece de monnaie pour que l'on ait une probabilité supérieure a 0,9 que le nombre de « pile » sur le
nombre de lancers soit compris entre 0,4 et 0,67

Exercice 3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1]. Calculer
E[X] puis, pour tout z, E[z~].
Mémes questions lorsque X suit la loi binomiale de parameétres n € N et p € [0, 1].

Exercice 4. Calculer la moyenne et la variance des lois usuelles vues en cours.

Exercice 5. Soient a > 0 et b un réel. Déterminer la loi de la v.a. Y = aX + b quand X suit la loi
uniforme sur [0, 1] puis quand X est gaussienne centrée réduite.

Exercice 6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.

1. Ces deux variables suivent la loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1]. Calculer Iespérance et la
variance de Z =2X —Y.

2. X suit la loi de Bernoulli de parametre 0 < p < 1, Y la loi exponentielle de parametre A > 0.
Calculer 'espérance et la variance de Z =2 X — 3Y.
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Exercice 7. Soit X une v.a. de densité p(x) = = exp(—?)lxzo. Vérifier que p est une densité de

probabilité puis calculer la moyenne de X.
—l=|
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1. Pour |s| < 1, calculer A(s) = Elexp(sX)]. Comparer A”(0) et E[X?].
1-U

2. Déterminer la loi des variables aléatoires U = exp(—|X|) et ¥ = <

Exercice 9. Soit X une v.a. de loi V/(0,1). On définit Y = exp(X). Déterminer la densité de Y, E[Y]
ainsi que V[Y.

Exercice 8. Soit X une variable aléatoire de densité x —

Exercice 10. Soient X et ¢ deux v.a. indépendantes; X de loi gaussienne N(0,1) et & de loi donnée
par P(e =1) =P(e = —1) = 1/2. On pose Y = ¢ X. Quelle est la loi de Y 7 Calculer E[XY]. Les v.a.
X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 11. Soit X une v.a. de densité p(x) = Xexp(—|z]).
1. (a) Calculer A; déterminer la fonction de répartition de X et la loi de |X]|.

(b) Montrer que X posseéde des moments de tous les ordres et calculer E[X"] pour tout entier
n. En déduire la moyenne et la variance de X.

2. Soit Y une v.a. indépendante de X et de méme loi. Calculer la moyenne et la variance des v.a.
S=2X-Y,T=X2



Exercice 12. Soient (X;)1<i<n n v.a. indépendantes et identiquement distribuées de loi B(p). Quelle
est laloi de S = X7 + ...+ X,, 7 En déduire la moyenne et la variance de S.

Exercice 13. Soient X et Y deux v.a. indépendantes. Calculer la loi de la v.a. X + Y dans les cas
suivants :

1. X de loi P(A), Y de loi P(u),
2. X de loi B(n,p), Y de loi B(m,p),
3. X de loi N(p,0?), Y de loi N(/,0").
Exercice 14. Une puce se déplace dans le plan par saut de longueur § > 0. La puce part du point O,

origine des coordonnées du plan, et saute n fois dans une direction qui, pour chaque saut, est aléatoire.
L’abscisse et 'ordonnée de la puce, aprés n sauts, sont

Xy = Z d cos(6;), Y, = Z dsin(6;);
i=1

i=1
et on suppose les v.a. (0;)1>i>, indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 27].

Calculer I’espérance et la variance de de X,, et Y;,, puis E[X?2 + Y;2]. Calculer E[X,,Yy]; les v.a. X, et
Y,, sont-elles indépendantes 7

Exercice 15. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi B(p) ou 0 < p < 1 définie
sur (Q, F,P). On pose, pour tout w € €2,
S(w) =inf{i > 1, X;(w) =1}, T(w) =inf{i > 1, X;(w) =0},
avec la convention inf{()} = +oo.
1. Montrer que P(T = c0) = P(S = 00) = 0 et déterminer la loi de S et 7.
2. On définit, pour w € Q, 7(w) = inf{i > 2, X;_;(w) =0, X;(w) = 1} avec la méme convention.
(a) Montrer que 7 > T + 1.
(b) Etablir que P(7 = 00) = 0.
(c) Montrer que 7(w) = inf{i > T'(w), X;(w) = 1}.

k-1
3. Montrer que, si k > 2, {r =k} = U {r =k} n{T =i}.
i=1
4. Montrer que sim > 1, £ > 1, P(r =m +{|T =) =P(S =m).
5. En déduire que, pour k > 2, notant ¢ = 1 — p,
pPq k—1 k—1
P(r = k) = 2L (g1 = ph=1).
. )
6. Déterminer la fonction caractéristique de 7, sa moyenne, sa variance.
Exercice 16.

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.
Calculer, sans utiliser le formulaire :

(a) l'espérance de X ;
(b) pour tout |s| <1, Gx(s) =E [SX].
2. Soient X1, Xo, ..., X, des variables aléatoires indépendantes ; pour tout 1 < i < n, X; suit la

loi de Poisson de parametre A\; > 0. On considere la variable aléatoire Z = X7 4+ Xo+ ...+ X,
etonnote A=A +Xo+...+ A\,

(a) Calculer 'espérance de Z.

(b)

(c) Calculer, pour tout s € [-1,1], Gz(s) = E [sz}
(d) En déduire la loi de Z.

Calculer la variance de Z.



Exercice 17. On rappelle que, pour tout —1 < x < 1,

Sy =Y a" = 1:@, S(a) =Y nal =

n>0 n>1

1
(1—=z)*

1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parametre 0 < p < 1. Calculer, sans utiliser
le formulaire,

(a) l'espérance de X ;
(b) pour tout |s| <1, Gx(s) =E [SX].

2. Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parametre
0 <p < 1. On note Z = X; + Xo. Calculer, pour tout |s| <1, Gz(s) =E {sz}.

3. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans N\{0,1} de loi donnée par
VEeN\{0,1},  P(Y =k) =p*(k—-1)(1-p">2
(a) Calculer, pour tout |s| <1, Gy(s) =E {SY}.
(b) En déduire l'espérance et la variance de Y.

Exercice 18 (Premier as). Soit (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées
suivant la loi uniforme sur {1,...,6}. On note

T=inf{n>1; X, =1}.

—_

. Décrire les événements {T' = k} et {T > k}.

(\V)

. Déterminer la loi de T ainsi que son espérance.

3. Calculer, pour tout r € Z, P(T > E[T] +r).
T
. Calculer la moyenne de la variable aléatoire Z X;.

i=1

W

Exercice 19.

1. Soit Xq,...,X,, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la
loi de Bernoulli de parameétre 1/2. On note S, = Xj + -+ + X,,. Soit r > 0.

(a) Calculer, pour tout réel \, E [ele} et E [e)‘s"}.
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(b) En remarquant que, pour A > 0, {— > 3 +r}=1{eMn > e")‘(%”)}, montrer que
n
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(d) En déduire, en utilisant 1'inégalité ch 2 < e’/

p(|>

1
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n 2
2. En utilisant cette derniére inégalité, combien de fois doit-on lancer une piéce de monnaie pour
que l'on ait une probabilité supérieure a 0,9 que la fréquence de « pile » soit comprise entre 0,4
et 0,67
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